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Épigraphe

“En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue”. John Von Neuman.
“La mathématique est l’art de donner le même nom à des choses différentes”. Henry

Poincaré.
“Soit A un succès dans la vie. Alors A = x+ y+ z, où x = travailler, y = s′amuser et

z = se taire”. Albert Einstein.
“La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne. La pratique, c’est quand

tout fonctionne et que personne ne sait pas pourquoi. Ici, nous avons réuni théorie et
pratique : Rien ne fonctionne... et personne ne sait pourquoi !”. Albert Einstein.

“Si une théorie est assez puissante pour traduire l’arithmétique, elle soit incohérente,
soit incomplète”. Kurt Gödel.

“Les mathématiques ne prouvent rien, elles démontrent. Les mathématiciens ne dé-
montrent rien, ils prouvent qu’on pourrait démontrer. Les autres sciences ne prouvent ni
ne démontrent rien, elles découvrent. Parfois les hommes de science l’oublient et croient
trouver la vérité au bout de leurs raisonnements ou de leurs expériences. Ils deviennent
alors les absolutistes, c’est-à-dire les fascistes de la science. Étudier les fondements des
théories et mettre leurs limites en évidence est aussi travailler pour la démocratie”. Cours
de méthodologie mathématique de Jacques Mersch.

“L’honneur est donc pour vous, qui croyez. Mais, pour les incrédules, la pierre qu’ont
rejetée ceux qui bâtissaient est devenue la principale de l’angle, et une pierre d’achoppement
et un rocher de scandale”. 1Pierre 2 : 7-8.

“Ne refuse pas un bienfait à celui qui y a droit, quand tu peux le faire, ne dis pas à ton
prochain : Vas et reviens demain je te donnerai ! quand tu as de quoi donner”. Proverbes
3 : 27-28.

“Dieu, qui connaît le mieux les capacités des hommes, cache ses mystères aux sages et
aux prudents de ce monde, et les révèle aux petits enfants”. Isaac Newton.

“Le voyage de la découverte ne consiste pas à chercher de nouveaux paysages mais à
avoir de nouveaux yeux”. Marcel Proust.

“La philosophie est écrite dans ce grand livre, l’univers, qui ne cesse pas d’être ouvert
devant nos yeux. Mais ce livre ne peut se lire si on ne comprend pas le langage et on ne
connaît pas les caractères avec lesquels il est écrit. Or, la langue est celle des mathématiques,
et les caractères sont triangles, cercles et d’autres figures géométriques. Si on ne les connaît
pas, c’est humainement impossible d’en comprendre même pas un seul mot. Sans eux, on
ne peut qu’aller à la dérive dans un labyrinthe obscur et inextricable ”. Galileo Galilei, dit
Galilée.
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Introduction générale

La plupart des problèmes de l’ingénieur et des problèmes des sciences appliquées sont
actuellement analysés et résolus par des méthodes numériques diverses. Le choix d’une
méthode numérique pour un problème réel dépend de la manière dont il est modélisé
mathématiquement. Or ces derniers temps, de nombreux problèmes dans les domaines
de la neuro-informatique, de la reconnaissance des formes et des images, du traitement
du signal et de l’apprentissage automatique génèrent des quantités massives de données
multidimensionnelles présentant de multiples aspects et un niveau élevé de complexité [8,
p.1]. Ceci entraîne un coût calculatoire exorbitant pour le traitement numérique. Une des
raisons du coût exorbitant du processus de traitement numérique des données en dimension
élevée est connue comme étant la “malédiction de la dimensionalité” ou encore “curse
of dimensionality” en anglais [10, p.155]. Pour remédier à ce problème, une approche
tensorielle s’avère le meilleur choix, comme on peut le lire dans [20].

Les tenseurs sont des objets de l’algèbre multilinéaire généralisant les vecteurs et les
matrices de l’algèbre linéaire. Ils ont pour philosophie de base, la représentation des pro-
priétés des objets, indépendamment de l’espace dans lequel ces objets sont décrits [26,
p.11]. De ce fait, ils sont, depuis des décennies, très utilisés dans l’analyse et le traitement
des données et des phénomènes multidimensionnels.

Cependant, certaines propriétés des objets de l’algèbre linéaire, telles que le rang d’une
matrice, ne se généralisent pas de manière unique dans l’approche tensorielle, et donc en
dimension supérieure à deux, avec comme conséquence que certaines pratiques telles que la
décomposition en valeurs singulières et d’autres factorisations matricielles étaient moins
exploitées en calcul tensoriel [7, p.120]. De plus, plusieurs opérations tensorielles (telles
que par exemple le produit tenseur-tenseur élémentaire), produisent un tenseur dont le
rang est supérieur à la somme des rangs des composants.

Des travaux relativement récents, dont ceux de Wolfgang Hackbusch, auteur de [20],
ont proposé des techniques de compression des données multidimensionnelles permettant
de surmonter ces difficultés. Inspirées par les méthodes de faible rang appliquées à la
“hiérarchisation” des matrices, ces techniques s’appuient sur des représentations adéquates
des données multidimensionnelles en structures creuses et échelonnées. Le but est de pouvoir
atteindre une représentation séparable qui permette de traiter parallèlement les calculs
dans chaque direction/sous-espace. D’après [20, p.11], sous certaines conditions, une telle
représentation séparable combinée à des techniques de compression et de troncature permet
de passer d’une complexité O(nd) à une complexité O(nd), ou encore d’une complexité
linéaire O(n) à une complexité quasi logarithmique O(d logn).

1



Introduction générale 2

Néanmoins, les ingénieurs et informaticiens qui se sont accaparés des algorithmes déve-
loppés, ont négligé les fondements mathématiques qui sous-tendent ces algorithmes. Les
inconvénients sont énormes. D’une part, en ignorant ces fondements, il n’est pas possible
d’exploiter le maximum de ces algorithmes ni de les étendre. D’autre part, le potentiel
mathématique et algorithmique de ces fondements est négligé pourtant son développement
pourrait apporter d’autres performances dans les sciences appliquées.

Le présent travail, contribue à répondre aux questions de recherche suivantes : “Quels
sont les fondements mathématiques qui sous-tendent les techniques tensorielles numériques
actuellement exploitées en sciences de l’ingénieur et en informatique ?. Quelles sont les diffé-
rentes représentations numériques des tenseurs et quelles en sont les forces et les faiblesses ? ”.

L’objectif du travail est triple. Premièrement, il vise à expliciter les fondements mathé-
matiques des tenseurs numériques et leurs différentes propriétés algébriques. Deuxièmement,
il vise à présenter les différentes représentations des tenseurs numériques et les techniques
de manipulation de ceux-ci. Troisièmement, il s’agira de présenter une application faisant
intervenir les tenseurs numériques.

L’intérêt de ce travail est double. Il est d’abord pédagogique en ce sens qu’il présente
simplement les concepts mathématiques d’un degré assez élevé et vise sa compréhen-
sion à un plus grand public. Il est ensuite une contribution à la vulgarisation des sciences
fondamentales à travers leurs utilités dans le monde industriel et dans les sciences appliquées.

Ce travail se limitera à présenter, essentiellement, les aspects algébriques des tenseurs
numériques et n’en abordera pas les aspects topologiques. De même, les aspects algorith-
miques seront abordés mais pas détaillés.

Nous utilisons, dans ce travail une méthode principalement documentaire. Par cette
méthode, il est possible de sélectionner, d’explorer et de structurer les données tirées des
autres travaux scientifiques relatifs à ce sujet de travail. Un raisonnement déductif rigoureux
est ensuite appliqué pour expliciter les principaux résultats de ce travail.

Dans la suite, le chapitre 1 présentera les fondements des espaces tensoriels où d’une
part, nous rappelons quelques notions sur les espaces vectoriels et d’autre part, nous
présentons les espaces tensoriels ainsi que leurs propriétés caractéristiques. Le chapitre 2
abordera la préoccupation des représentations et traitements des tenseurs numériques ; il
sera question de présenter non seulement la façon dont les tenseurs sont représentés mais
aussi les techniques couramment utilisées dans le calcul tensoriel. Pour finir, le chapitre 3
présentera un traitement multidimensionnel du signal par décomposition tensorielle. Dans
ce chapitre, il sera question de présenter l’apport des décompositions tensorielles dans le
traitement des signaux multidimensionnels.

Les années 2020 et 2021 laisseront dans la mémoire de l’humanité le souvenir indélébile
d’une période désastreuse. La pandémie à Corona-virus a bouleversé la vie des sociétés
humaines sur la planète. La désorganisation des sociétés et des économies a un impact sans
précédent sur la vie quotidienne. Nous avons été victime de traverser une telle période.
De plus, une autre difficulté a été le manque d’une documentation actualisée sur les
mathématiques appliquées dans les bibliothèques locales. Ce qui nous a poussé à payer de
l’internet et à utiliser beaucoup plus des versions électroniques.



Chapitre 1

Fondements algébriques des
espaces tensoriels

Introduction
En mathématiques, l’algèbre multilinéaire étend les méthodes de l’algèbre linéaire. Tout

comme l’algèbre linéaire est bâtie sur le concept de vecteur et développe la théorie des
espaces vectoriels, l’algèbre multilinéaire est bâtie sur le concept de tenseur et développe la
théorie des espaces tensoriels 1. Ce chapitre est une transition entre les espaces vectoriels et
tensoriels. Dans sa suite, la section 1.1 va porter sur des généralités relatives aux espaces
vectoriels où l’attention sera focalisée sur certains résultats pouvant intervenir par la suite
dans le calcul tensoriel. Quant à la section 1.2, elle présentera le produit tensoriel des
espaces vectoriels et c’est à partir d’ici que les espaces tensoriels feront face.

Dans le reste de ce travail, sauf indication spécifique, nous utiliserons les majuscules
calligraphiées, les majuscules grasses, les majuscules, les minuscules grasses et les minuscules
pour désigner, respectivement, un espace tensoriel d’ordre supérieur, un tenseur d’ordre
supérieur, une matrice ou un espace vectoriel, un vecteur et un scalaire. Par exemple, on
pourra désigner un espace tensoriel par V , un tenseur par A, une matrice par A, un espace
vectoriel par V, un vecteur par v, et un scalaire par a.

1.1 Généralités sur les espaces vectoriels
L’essentiel des résultats à rappeler dans cette section a été puisé principalement des

ouvrages [2], [18], [20], [27] et [32].

1.1.1 Définitions

Considérons un corps commutatif K. En particulier, dans le reste du travail, K ∈ {R,C}.
Soient V un ensemble muni d’une loi de composition interne notée additivement

(symbole « + », définie par (u,v)→ u + v) et d’une loi externe, à opérateurs dans K, notée
multiplicativement et définie de K× V vers V, par (λ,u)→ λ · u.

Définition 1.1 (Espace vectoriel)
Un espace vectoriel V sur K est un ensemble, muni d’une opération d’addition vectorielle :

u et v ∈ V ⇒ u + v ∈ V,

1. https://fr.wikipedia.org/w/index.php?title=Tenseur&oldid=16871830.

3

 https://fr.wikipedia.org/w/index.php?title=Tenseur&oldid=16871830.


1.1. Généralités sur les espaces vectoriels 4

et d’une opération de multiplication scalaire :

v ∈ V et λ ∈ K⇒ λ · v ∈ V

qui satisfait les axiomes suivants :
(1) (V,+) est un groupe commutatif.
(2) La loi externe possède les propriétés suivantes : ∀λ, µ ∈ K, ∀u,v ∈ V :

(a) λ · (u + v) = λ · u + λ · v,
(b) (λ+ µ) · u = λ · u + µ · u,
(c) (λ · µ) · u = λ · (µ · u),
(d) 1K · u = u.

Les éléments de V sont appelés des vecteurs et ceux de K des scalaires. Le corps K
est appelé corps de base de l’espace vectoriel V. Si (V,+, ·) est un espace vectoriel sur K,
alors on dit que V est un K-espace vectoriel. On note 0V ou s’il n’y a aucune confusion à
craindre 0, l’élément neutre ou le vecteur nul de V pour l’addition.

Définition 1.2 (Sous-espace engendré)
Soient V un K-espace vectoriel et F = (vi)1≤i≤m une famille finie de vecteurs de V. On
appelle sous-espace engendré par F et on note Vect(F) ou Vect(v1, . . . ,vm) l’ensemble des
combinaisons linéaires des vecteurs v1, . . . ,vm. Autrement dit,

Vect(v1, . . . ,vm) = {a1v1 + · · ·+ amvm/(a1, . . . , am) ∈ Km}. (1.1)

Inversement, la famille (vi)1≤i≤m est dite génératrice du sous-espace vectoriel Vect(v1, · · · ,vm)
de V.

Le sous-espace Vect(v1, . . . ,vm) est constitué par les vecteurs de V qui se décomposent
suivant les vecteurs v1, . . . ,vm. En d’autres termes, dire que x appartient à Vect(v1, . . . ,vm)
signifie qu’il existe (a1, . . . , am) ∈ Km tel que x = a1v1 + · · ·+ amvm.

Définition 1.3 (Partie libre – Partie liée)
Soit V, un espace vectoriel sur K. Les m vecteurs v1, . . . , vm ∈ V sont dits linéairement
indépendants si

m∑
i=1

aivi = 0V , ai ∈ K⇒ ai = 0K, 1 ≤ i ≤ m. (1.2)

Les vecteurs v1, . . . , vm constituent alors une partie libre de V. Si l’égalité :
m∑
i=1

aivi = 0V , ai ∈ K (1.3)

est possible avec des scalaires ai non tous nuls, les vecteurs v1, . . . , vm sont dits linéairement
dépendants et constituent une partie liée de V.

En associant les concepts de partie libre et de partie génératrice, on obtient le concept
important de base, comme le précise la définition suivante.

Définition 1.4 (Base)
Soit V, un espace vectoriel sur K. Un ensemble de vecteurs v1, . . . , vm ∈ V est une base
algébrique (ou plus simplement une base) de V s’il constitue à la fois une partie libre et
une partie génératrice de V.
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Définition 1.5 (Dimension)
Soit V, un espace vectoriel sur K engendré de manière finie. Le nombre commun de vecteurs
des bases de V est appelé la dimension de l’espace vectoriel.

Un espace vectoriel V sur le corps K est dit de dimension finie s’il existe une base ne
contenant qu’un nombre fini d’éléments ou si cet espace est réduit à {0}. Sinon l’espace
vectoriel sera dit de dimension infinie.

Remarque 1.1
Pour un espace vectoriel V sur K de dimension n, la dimension a trois significations
équivalentes :

1. Le nombre de vecteurs d’une base.
2. Le nombre minimum de vecteurs d’une partie génératrice.
3. Le nombre maximum de vecteurs d’une partie libre.

1.1.2 Applications linéaires

1.1.2.1 Définitions

Définition 1.6 (Application linéaire)
Soient V et W deux espaces vectoriels sur K. Une application f : V →W est dite linéaire
si ∀v,w ∈ V , α ∈ K, on a :

(1) f(v + w) = f(v) + f(w),
(2) f(αv) = αf(v).

Définition 1.7 (Dual d’un espace vectoriel)
Soit V un espace vectoriel sur K. On appelle forme linéaire sur V, ou covecteur de V, toute
application linéaire de V à valeurs dans le corps K. L’espace LK(V,K) des formes linéaires
sur V est appelé dual de l’espace V, et est noté V ∗.

V ∗ = {f : V −→ K, f linéaire}. (1.4)

1.1.2.2 Matrice d’une application linéaire

Considérons deux espaces vectoriels V et W sur K des dimensions finies, respectivement
n et m. Soient B = {v1, · · · ,vn} une base de V et B′ = {w1, · · · ,wm} une base de W. Si
f : V →W est une application linéaire, alors l’image de tout vecteur x de V est connue
dès que l’on connait les images des vecteurs de la base B. En effet, x se décompose de
manière unique dans B :

x =
n∑
j=1

xjvj . Ainsi, f(x) = f

 n∑
j=1

xjvj

 =
n∑
j=1

xjf(vj), xj ∈ K.

Chacun des vecteurs f(vj) se décompose dans la base B′ comme

f(vj) =
m∑
i=1

aijwj et donc f(x) =
n∑
j=1

xjf(vj) =
n∑
j=1

xj

m∑
i=1

aijwj =
m∑
i=1

n∑
j=1

xjaijwj .

Les coefficients aij sont entièrement définis par f et les deux bases B et B′.
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Définition 1.8
Soient f : V → W une application linéaire, B = {v1, · · · ,vn} une base de V et B′ =
{w1, · · · ,wm} une base de W. On appelle matrice de f relative aux bases B et B′ la matrice

M(f)B,B′ =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 (1.5)

où les coefficients aij sont définis par f(vj) =
∑m
i=1 aijwj, l’indice i désignant la ligne et j

la colonne. On note simplement M = (aij). A toute application linéaire correspond une
seule matrice (ou représentation matricielle). La réciproque est aussi vraie, c’est-à-dire
qu’à toute matrice correspond une seule application linéaire.

1.1.3 Rappel de quelques résultats matriciels

Les matrices constituent un cas particulier des tenseurs, raison pour laquelle une grande
attention sera focalisée ici. Par concision, les résultats ne seront pas démontrés, leurs
démonstrations sont à retrouver dans les ouvrages précédemment cités.

1.1.3.1 Généralités

Définition 1.9 (Matrice)
Une matrice rectangulaire de dimensions m× n sur K, définie par (1.5), est un tableau à
m lignes et à n colonnes d’éléments aij ∈ K où 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n.

Définition 1.10 (Adjointe d’une matrice)
Soit A = (aij) ∈ Cm×n. L’adjointe de A est la matrice notée et définie par

A∗ = (A)T = (aji).

Dans le cas où A∗ = A, on dit que A est hermitienne.

L’opération la plus importante en algèbre linéaire est probablement le produit matrice-
vecteur [31, p.2311]. Nous la présentons via la définition suivante.

Définition 1.11 (Multiplication matrice-vecteur)
Soit v un vecteur colonne de dimension n et soit A une matrice de taille m× n. Alors le
produit matrice-vecteur b = Av est le vecteur colonne de dimension m défini comme suit :

bi =
n∑
j=1

aijvj , (1.6)

pour i = 1, 2, ...,m, où bi désigne la ième entrée de b, aij désigne l’entrée correspondant
à la ième ligne et à la jième colonne de A et vj désigne la jième entrée de v. Le coût en
termes d’opérations est mn(n− 1).

Définition 1.12 (Produit matrice-matrice)
Étant données respectivement deux matrices A ∈ Km×p et B ∈ Kp×n, le produit matriciel
C = AB ∈ Km×n résultant de leur multiplication est tel que, chaque colonne de C est une
combinaison linéaire des colonnes de A et les entrées sont définies comme suit :

cij =
p∑

k=1
aikbkj , (1.7)
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où cij, aik et bkj sont des entrées de C, A et B respectivement.
Ce produit matriciel AB n’est défini que lorsque le nombre de colonnes de A est égal au

nombre de lignes de B. Le coût calculatoire est donné par mnp(p− 1).

Définition 1.13 (Inverse d’une matrice)
Une matrice carrée A d’ordre n est inversible s’il existe une matrice carrée A−1 d’ordre n
telle que AA−1 = A−1A = In. La matrice A−1 est appelée l’inverse de A.

Définition 1.14 (Pseudoinverse)
Soit A ∈ Cm×n une matrice. Une matrice B ∈ Cn×m est appelée inverse généralisé ou
pseudoinverse de A s’il satisfait les conditions suivantes :

(1) ABA = A,
(2) BAB = B.

La définition à présenter ci-dessous (tirée de [3, p.4]) généralise en fait la notion d’inverse
d’une matrice. Elle pourra intervenir surtout dans la section 2.2 lorsqu’il s’agira d’établir
le lien entre les produits de Khatri-Rao, de Kronecker et de Hadamard pour les matrices.

Définition 1.15 (Pseudoinverse de Moore-Penrose)
Considérons une matrice A ∈ Cm×n. Une matrice A† ∈ Cn×m est appelée Pseudoinverse
de Moore-Penrose de A s’il satisfait les conditions suivantes :

(1) AA†A = A,
(2) A†AA† = A†,
(3) AA† ∈ Cm×m et A†A ∈ Cn×n sont hermitiennes.

Si A−1 existe, alors on a A† = A−1. Par ailleurs, si (AA∗)−1 existe, alors

A† = A∗(AA∗)−1. (1.8)

De même, si (A∗A)−1 existe, on a

A† = (A∗A)−1A∗. (1.9)

Définition 1.16 (Matrice unitaire, matrice orthogonale)
Soit A ∈ Cn×n. On dit que A est :

∗ unitaire si A∗A = AA∗ = In, c’est-à-dire, A∗ = A−1,
∗ orthogonale si ATA = AAT = In, c’est-à-dire, AT = A−1.

Définition 1.17 (valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice)
Un vecteur v non nul de Kn est appelé vecteur propre d’une matrice A ∈ Kn×n s’il existe
un scalaire λ ∈ K tel que

Av = λv. (1.10)

Le scalaire λ est appelé valeur propre de A associée à v.

L’ensemble de valeurs propres de A est appelé spectre de A et est noté Sp(A). Les λ sont
les racines dans K du polynôme caractéristique PA(λ) = det(A− λIn) de degré n.

Définition 1.18 (Valeurs singulières)
Les valeurs singulières d’une matrice A ∈ Km×n sont les racines carrées des valeurs propres
non-nulles de A∗A et AA∗.

σj =
√
λj(A∗A) =

√
λj(AA∗).
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Définition 1.19 (Image-noyau d’une matrice)
Soit A ∈ Km×n. On appelle image de A le sous-espace vectoriel de Km notée Im(A) défini
par :

Im(A) = {v ∈ Km/∃u ∈ Kn, Au = v}. (1.11)

Le noyau de A est le sous-espace vectoriel de Kn noté et défini par

ker(A) = N (A) = {u ∈ Kn/Au = 0}. (1.12)

En Analyse numérique, en Statistique et dans d’autres disciplines, les inconnues de
certains problèmes sont des vecteurs ou des matrices. De nombreuses méthodes consistent
à construire un élément d’un sous espace vectoriel le plus proche d’un autre élément qui
lui, est connu. Il est donc nécessaire de savoir mesurer des distances entre vecteurs ou entre
matrices. Pour cela on peut définir une norme sur l’espace vectoriel auquel ils appartiennent.
Avant de définir la norme vectorielle, définissons le produit scalaire :

Définition 1.20 (Produit scalaire)
Soit V un K-espace vectoriel. L’application <,>: V × V → K : (v,w)→< v,w > est un
produit scalaire sur V si et seulement si elle vérifie les conditions suivantes :

(1) < v,w >= < w,v >.
(2) < αv1 + βv2,w >= α < v1,w > +β < v2,w >, ∀α, β ∈ K.
(2) < v,v >≥ 0.
(4) < v,v >= 0⇔ v = 0V .

Exemple 1.1
Le produit scalaire sur Rn est donné par

〈u,v〉 = uTv =
n∑
i=1

uivi = vTu ∈ R. (1.13)

Cette opération nécessite n multiplications et (n−1) additions. On dit que le coût calculatoire
du produit scalaire est n(n− 1).

On dit que deux vecteurs u,v ∈ Rn sont orthogonaux, si 〈u,v〉 = 0. Par ailleurs, une
famille de vecteurs {vi}1≤i≤n est orthogonale, si les vecteurs sont orthogonaux par paire,
c’est-à-dire, 〈vi,vj〉 = 0, ∀1 ≤ i, j ≤ n avec i 6= j.

Définition 1.21 (Produit extérieur)
Étant donnés deux vecteurs u ∈ Rm,v ∈ Rn, leur produit extérieur est

uvT =

u1
...
um

 [v1 · · · vn
]

=

u1v1 · · · u1vn
...

...
...

umv1 · · · umvn

 ∈ Rm×n. (1.14)

Définition 1.22 (Norme vectorielle)
Une norme sur un K-espace vectoriel V est une application ‖ . ‖ de V dans R+ qui vérifie
les propriétés suivantes :

(1) ∀v ∈ V , ‖ v ‖≥ 0 (positivité). De plus, ‖ v ‖= 0⇔ v = 0.
(2) ∀v ∈ V , ∀λ ∈ K, ‖ λv ‖= |λ| ‖ v ‖ (homogénéité)
(3) ∀v,w ∈ V , ‖ v + w ‖≤‖ v ‖ + ‖ w ‖ (inégalité triangulaire).
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Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 1.2
Étant donné un vecteur v ∈ Rn, sa norme euclidienne est notée et définie par

‖ v ‖2=
(

n∑
i=1

v2
i

) 1
2

. (1.15)

Définition 1.23 (Norme matricielle)
Une norme matricielle est une application ‖ . ‖: Km×n −→ R+ qui satisfait les analogues
des trois propriétés de la norme vectorielle.

Exemple 1.3
Étant donnée une matrice A ∈ Km×n, voici deux des normes couramment utilisées :

? Norme spectrale : ‖ A ‖2= max
‖v‖=1

‖ Av ‖2= σmax(A), (1.16)

où σmax(A) est la grande valeur singulière de la matrice A et,

? Norme de Frobenius : ‖A ‖F=

 m∑
i=1

n∑
j=1
|aij |2

 1
2

=
√
tr(A∗A) =

√√√√ r∑
i=1

σ2
i ,(1.17)

où σ1, . . . , σr sont r valeurs singulières non nulles de A.

En algèbre linéaire, la notion de rang matriciel est définie de manière unique. Néanmoins,
en algèbre multilinéaire, non seulement sa détermination pose problème mais aussi il en
existe autant de types comme on le présentera dans la section 2.3.

Définition 1.24 (Rang matriciel)
Considérons une matrice A ∈ KI×J et notons r le rang de A 2. Les déclarations suivantes
sont équivalentes et peuvent être utilisées pour définir r :

(a) r = dim Im(A),
(b) r = dim Im(AT ),
(c) r est le nombre maximal des lignes linéairement indépendantes dans A,
(d) r est le nombre maximal des colonnes linéairement indépendantes dans A,
(e) r est le nombre des valeurs singulières positives de A [20, p.24].

Le rang de A ∈ KI×J est borné par le rang maximal

rmax = min{#I,#J}, (1.18)

et cette limite est atteinte pour les matrices dites de rang plein.

1.1.3.2 Quelques décompositions matricielles

Beaucoup de décompositions matricielles ont été développées dans l’histoire de mathé-
matiques. Néanmoins, ici, nous n’allons présenter qu’un échantillon de deux qui seront
utilisées dans la section 2.4. Il s’agit en effet des factorisations QR et SVD.

2. Les entrées d’une matrice A ∈ KI×J sont notées par aij(i ∈ I, j ∈ J) avec I et J deux ensembles finis
d’indices. En particulier, pour I = {1, · · · ,m} et J = {1, . . . , n}, KI×J = Km×n [20, p.21].
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(a) Décomposition QR

La décomposition QR (ou « factorisation QR ») est un outil utile pour l’orthogonalisation
et peut être considérée comme une formulation algébrique de l’orthogonalisation de Gram-
Schmidt. En effet, l’idée est de factoriser A ∈ Rm×n sous la forme

A = QR, (1.19)

où Q ∈ Rm×m est une matrice orthogonale et R ∈ Rm×n est une matrice triangulaire
supérieure. Supposons que la matrice A soit de rang r, cela signifie qu’il existe r entrées
diagonales non nulles dans R et on a la décomposition

A = QR =
(
Q̃ Q̂

)(R̃
0

)
= Q̃R̃,

où Q̃ est une matrice m × r à colonnes orthogonales et R̃ est une matrice triangulaire
supérieure r × r.

La manière classique d’obtenir une décomposition QR est l’orthogonalisation de Gram-
Schmidt. Mais l’utilisation de cette orthogonalisation n’est pas aussi stable pour la dé-
composition QR que l’utilisation des réflecteurs de Householder 3 [27, p.13]. La dernière
approche retient donc une attention particulière de notre part. Pour ce faire, le procédé
consiste à multiplier A par une séquence de matrices orthogonales simples Qk et à obtenir
une matrice triangulaire supérieure R = Qn · · ·Q2Q1A. A la k-ième étape, Qk introduit des
zéros sous la diagonale dans la k-ième colonne et conserve les zéros des lignes précédentes.
Cela signifie que si

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 , alors Q1A =


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
0 am2 · · · amn


A la k-ième étape, on a

Qk · · ·Q1A =



a11 a12 · · · · · · · · · a1n
0 a21 · · · · · · · · · a2n

0 0 . . . · · · · · ·
...

0 0 ajk ajk+1 · · ·
...

...
...

...
... . . . ...

0 0 0 amk+1 · · · amn


.

Construisons QT en fixant Qk =
(
I 0
0 F

)
, où I ∈ Rk−1×k−1 est la matrice identité

qui permet de préserver les zéros déjà introduits dans les k − 1 premières colonnes et
F ∈ Rm−k+1×m−k+1 est le réflecteur de Householder qui introduit des zéros sous la diagonale

dans la k-ième colonne. Pour x ∈ Rm−k+1, F = I−2vvT

vTv , où v =‖ x ‖ e1−x est le vecteur
normal et e1 est le vecteur unitaire canonique. Il vient QT = Qn · · ·Q2Q1 et cela implique
Q = Q1Q2 · · ·Qn. Cette méthode est plus précise que la précédente mais elle échoue aussi
lorsque A est de rang déficient.

3. Étant donné un vecteur v ∈ Rn, la matrice de Householder est une matrice symétrique et orthogonale
définie par H = I − 2vv′

v′v . De plus, une matrice de Householder transforme un vecteur x en le réfléchissant
à travers l’hyperplan qui est perpendiculaire au vecteur v.
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(b) Décomposition en valeurs singulières

Un des grands enjeux de l’algèbre linéaire est de "réduire" les matrices d’endomor-
phismes, par exemple de les diagonaliser (c’est-à-dire de trouver une base où la matrice de
l’endomorphisme est diagonale) lorsque cela est possible. Cela permet de simplifier consi-
dérablement certains calculs, comme par exemple les puissances n-ièmes de ces matrices,
la résolution des systèmes différentiels linéaires, etc. On rappelle qu’une matrice carrée
symétrique A ∈ Rn×n est diagonalisable s’il existe une matrice carrée inversible P telle que

∆ = P−1AP soit une matrice diagonale. (1.20)

Les colonnes de P sont des vecteurs propres de A qui forment une base orthonormée de
Rn. Les éléments diagonaux de ∆ sont les valeurs propres de A. L’idée de la décomposi-
tion en valeurs singulière (SVD pour Singular Values Decomposition) est similaire à la
décomposition en valeurs propres, mais fonctionne pour n’importe quelle matrice A de
taille m× n.

En effet, il a été prouvé que pour toute matrice A ∈ Km×n, il existe une décomposition

A = UΣV ∗ (1.21)

où U est une matrice unitaire m×m, Σ est une matrice m× n telle que

Σ =
(

Σr 0
0 0

)
et V est une matrice unitaire n× n. La matrice diagonale Σr = diag(σ1, . . . , σr) où les σi
sont appelés valeurs singulières de A pour tout i = 1, ..., r et le rang de la matrice A est r.

Les valeurs singulières de A sont uniques mais les vecteurs singuliers ne sont déterminés
de manière unique que s’il n’y a pas de valeurs singulières multiples. Pour les valeurs
singulières multiples, ils peuvent être pris comme orthonormaux et sont dans l’espace des
lignes de A.

Supposons que les vecteurs singuliers vj , j = 1, ..., r aient été choisis avec des valeurs
singulières σj , alors les vecteurs singuliers uj , j = 1, ..., r sont déterminés de manière unique
à l’aide de la relation suivante

Avj = σjuj , j = 1, . . . , r. (1.22)

De même, si les vecteurs singuliers uj , j = 1, ..., r sont choisis, les vecteurs singuliers
vj , j = 1, ..., r sont déterminés de manière unique à partir de

ATuj = σjvj , j = 1, . . . , r. (1.23)

A partir de l’observation ci-dessus, on peut conclure que la SVD fournit des informations
complètes concernant les quatre sous-espaces fondamentaux suivants associés à A :

N (A) = Vect{vr+1, . . . ,vn}, R(A) = Vect{u1, . . . ,ur},
N
(
AT
)

= Vect{v1, . . . ,vr}, R
(
AT
)

= Vect{ur+1, . . . ,um}.

L’exemple ci-dessous constitue une illustration de cette théorie.
Exemple 1.4

Considérons A =

 0 3
−2 0
0 0

 ∈ R3×2. A est réelle, du coup A∗ = AT =
(

0 −2 0
3 0 0

)
.

A∗A = ATA =
(

0 −2 0
3 0 0

) 0 3
−2 0
0 0

 =
(

4 0
0 9

)
.
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Les valeurs propres de A∗A sont les λj racines de l’équation det(A∗A−λI2) = 0, c’est-à-dire∣∣∣∣∣4− λ 0
0 9− λ

∣∣∣∣∣ = 0⇔ (4− λ)(9− λ) = 0⇔ λ = 4 ou λ = 9.

Ainsi, λ1 = 9 et λ2 = 4 (λ1 ≥ λ2). Les valeurs singulières de A sont σ1 =
√
λ1 = 3 et

σ2 =
√
λ2 = 2. Puisqu’on a deux valeurs singulières non nulles, alors r = rang(A) = 2.

On trouve Σ2 = diag(σ1, σ2) =
(

3 0
0 2

)
et Σ ∈ K3×2 =

3 0
0 2
0 0

 .
Soit x =

(
x
y

)
le vecteur propre associé à la valeur propre λj,1≤j≤2 de A∗A. Il vérifie

(A∗A− λjI2)x = 0 ou
(

4− λj 0
0 9− λj

)(
x
y

)
=
(

0
0

)
⇔
{

(4− λj)x+ 0y = 0
0x+ (9− λj)y = 0.

(1.24)

Pour j = 1, λ1 = 9, la relation (1.24) est vérifiée par le couple (0, y)y∈R, v1 =
(

0
1

)
.

Pour j = 2, λ2 = 4, la relation (1.24) est vérifiée par le couple (x, 0)x∈R, v2 =
(
−1
0

)
.

Du coup, V ∈ R2×2 =
(
v1 v2

)
=
(

0 −1
1 0

)
et V ∗ = V T =

(
0 1
−1 0

)
.

De la relation (1.22), on a uj = 1
σj
Avj, 1 ≤ j ≤ 2 = r = rang(A). Il vient :

Pour j = 1, u1 = 1
σ1
Av1 = 1

3

 0 3
−2 0
0 0

(0
1

)
= 1

3

3
0
0

 =

1
0
0

 ,
Pour j = 2, u2 = 1

σ2
Av2 = 1

2

 0 3
−2 0
0 0

(−1
0

)
= 1

2

0
2
0

 =

0
1
0

 ,
Le vecteur-colonne u3 est tel que 〈u1,u3〉 = 〈u2,u3〉 = 0 et ‖u3‖ = 1; u3 =

0
0
1

.
Ainsi, U ∈ R3×3 =

(
u1 u2 u3

)
=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, Σ =

3 0
0 2
0 0

 et V ∗ =
(

0 1
−1 0

)
.

Par suite, A =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


3 0

0 2
0 0

( 0 1
−1 0

)
.

Approximation de faible rang

Étant donnée une matrice A, on demande une matrice R ∈ Rs de faible rang (c’est-à-
dire, s < rang(A)) telle que ‖ A−R ‖ soit minimisée. La réponse est donnée par Erhard
Schmidt (1907)(parfois, ce résultat est attribué à Eckart-Young, qui a réinventé l’énoncé
plus tard en 1936). Dans son article, il étudie la décomposition en valeurs singulières infinies
pour les opérateurs. Le cas fini suivant en est une application particulière.
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Théorème 1.1

(a) Soit A,R ∈ Km×n avec r = rang(R). Les valeurs singulières de A et A−R sont notées
σi(A) et σi(A−R), respectivement. Alors

σi(A−R) ≥ σr+i(A) pour tout 1 ≤ i ≤ min{m,n}. (1.25)

(b) Soit s ∈ {0, 1, · · · ,min{m,n}}. On utilise la décomposition en valeurs singulières
A = UΣV T pour définir

R = UΣsV
T avec (Σs)ij =

{
σi, i = j ≤ s,
0 sinon,

(1.26)

c’est-à-dire que Σs résulte de Σ en remplaçant toutes les valeurs singulières σi = Σii

pour i > s par zéro.
L’erreur d’approximation est alors

∥∥∥A−R∥∥∥
2

= σs+1 et
∥∥∥A−R∥∥∥

F
=

√√√√√min{m,n}∑
i=s+1

σ2
i . (1.27)

L’inégalité (1.25) devient σi(A−R) = σs+i(A).

Démonstration
Voir [20, p.35] �

Remarque 1.2 (Meilleure approximation de rang-k)
Pour A ∈ Km×n construire R comme dans (1.26). Alors R est la solution des deux problèmes
de minimisation suivants :

min
rang(R)≤r

‖ A−R ‖2 et min
rang(R)≤r

‖ A−R ‖F . (1.28)

Les valeurs des minima sont données dans (1.27). L’élément minimisant R est unique si
et seulement si σr > σr+1.

1.1.4 Espace vectoriel quotient

Soient V un espace vectoriel sur K et W un sous-espace vectoriel de V. Considérons
sur V la relation d’équivalence

v<w⇒ v−w ∈W.

On note V/W l’ensemble quotient. Soit v la classe d’équivalence du vecteur v. Par définition

v = {w, w = v + x,x ∈W}.

Il est connu que si v́ ∈ v et ẃ ∈ w, alors v + w = v′ + w′ et pour tout α ∈K, αv = αv′.
Ceci permet définir les opérations suivantes dans V/W :

v + w = v + w et αv = αv. (1.29)
Ces deux opérations munissent V/W d’une structure d’un K-espace vectoriel appelée

espace vectoriel quotient [20, p.50].
L’application π : V −→ V/W définie par π(v) = v est linéaire et surjective. Elle est

appelée la projection canonique.
Le théorème suivant est d’une importance capitale car, il va intervenir plus d’une fois

dans les démonstrations des résultats essentiels relatifs au produit tensoriel.



1.1. Généralités sur les espaces vectoriels 14

Théorème 1.2 (Théorème de factorisation)
Soit f : V →W une application linéaire surjective. Il existe un unique isomorphisme

h : V/ ker(f) −→W telle que h ◦ π = f [18, p.12].

Démonstration
Considérons le diagramme suivant :

V W

V/ ker(f).

f

π h

∀v ∈ V, π(v) = v, h ◦ π(v) = h[π(v)] = h(v) = f(v), avec f et π des applications linéaires
surjectives.
D’une part, montrons l’existence de h :

∗ Montrons que h : V/ ker(f) −→W,h(v) = f(v) est une application(bien définie).
En effet, soient v,w ∈ V/ ker(f) tels que v = w. Alors, on a :

v ≡ w[mod. ker(f)]
⇔ v−w ∈ ker(f) (opération dans V/ ker(f))
⇔ f(v−w) = 0 (par déf. de ker(f))
⇔ f(v)− f(w) = 0 (car f est linéaire)
⇔ f(v) = f(w) (opération dans un K-ev.)
⇔ h(v) = h(w). (par déf. de h)

h est donc une application bien définie (sa définition ne dépend pas du représentant
(classe) choisi).
∗ h est un homomorphisme car π et f le sont (h ◦ π = f).
∗ Montrons que h est un isomorphisme :

D’un côté, ker(h) = {v ∈ V/ ker(f)/h(v) = 0}
= {v ∈ V/ ker(f)/f(v) = 0}
= {v ∈ V/ ker(f)/v ∈ ker(f)}
= {0} ; h est donc injectif.

D’un autre côté, h est surjectif car π et f le sont ; (h ◦ π = f). D’où l’existence de
l’isomorphisme h.

D’autre part, montrons l’unicité de h :
Supposons qu’il existe un autre isomorphisme h′ : V/ ker(f) −→W tel que h′ ◦π = f , on va
montrer que h′ = h. En effet, soit v ∈ V/ ker(f), son image par h′ est h′(v) = f(v) = h(v) ;
h est donc unique.
D’où l’existence d’un unique isomorphisme h : V/ ker(f) −→W telle que h ◦ π = f. �

1.1.5 Applications multilinéaires

Définition 1.25 (Forme bilinéaire)
Soit V un K-espace vectoriel. Une application Φ : V × V → K est appelée forme bilinéaire
si elle vérifie pour tous v1,v2,w1,w2,v,w ∈ V et a1, a2 ∈ K :
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(1) Φ(a1v1 + a2v2,w) = a1Φ(v1,w) + a2Φ(v2,w),
(2) Φ(v, a1w1 + a2w2) = a1Φ(v,w1) + a2Φ(v,w2).

Ceci est équivalent à dire que Φ est linéaire en chacun de ses arguments et à valeurs dans
K. On note L(V, V ;K) l’ensemble des formes bilinéaires sur V à valeurs dans K.

Définition 1.26 (Application multilinéaire)
Soient V (1), . . . , V (d) et W des K-espaces vectoriels. Une application

Φ : V (1) × · · · × V (d) −→W

est multilinéaire si elle est linéaire sur chaque argument ; c’est à-dire si pour tout
v(k),x(k) ∈ V (k), α, β ∈ K, k = 1, . . . , d,

Φ
(
v(1), . . . , αv(k) + βx(k), . . . ,v(d)

)
= αΦ

(
v(1), . . . ,v(k), . . . ,v(d)

)
+

βΦ
(
v(1), . . . ,x(k), . . . ,v(d)

)
. (1.30)

On note par L
(
V (1), V (2), . . . , V (d);W

)
l’ensemble de telles applications multilinéaires.

Tout élément Φ ∈ L
(
V (1), V (2), . . . , V (d);W

)
ayant d arguments est aussi appelée appli-

cation d-linéaire. Pour d = 2, on parle d’application bilinéaire et trilinéaire pour d = 3.

Propriété 1.1
L’ensemble L

(
V (1), V (2), . . . , V (d);W

)
est un K-espace vectoriel. Si chacun des V (k) est

de dimension finie n(k) et si W est de dimension p, alors L
(
V (1), V (2), . . . , V (d);W

)
est

de dimension finie et on a

dim
(
L
(
V (1), V (2), . . . , V (d);W

))
= p · n(1)n(2) · · ·n(d). (1.31)

1.2 Produit tensoriel des espaces vectoriels
Cette section joue un rôle capital dans ce chapitre. En effet, c’est ici où nous allons

construire un espace vectoriel quotient particulier appelé espace tensoriel.

1.2.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

1.2.1.1 Définition formelle

Soient V et W deux K-espaces vectoriels. Notons KV×W le K-espace vectoriel dont une
base est donnée par tous les couples (v,w) où v ∈ V et w ∈W . C’est-à-dire,

KV×W =
{

m∑
i=1

λi(vi,wi), vi ∈ V, wi ∈W, λi ∈ K et m ∈ N
}
. (1.32)
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Soit N 4 le sous-espace de KV×W engendré par les éléments de la forme{
(λv + µv′,w)− λ(v,w)− µ(v′,w)
(v, λw + µw′)− λ(v,w)− µ(v,w′), ∀λ, µ ∈ K, v,v′ ∈ V,w,w′ ∈W.

(1.33)

Définition 1.27
On appelle espace tensoriel algébrique des espaces vectoriels V et W, l’espace vectoriel
quotient noté et défini par

V ⊗aW = KV×W /N. (1.34)

Considérons π : KV×W → V ⊗aW la projection canonique qui, à un vecteur
∑
i λi(vi,wi)

de KV×W fait correspondre sa classe d’équivalence dans l’espace vectoriel V ⊗aW . L’appli-
cation π est linéaire ;

π

(∑
i

λi(vi,wi)
)

=
∑
i

λiπ(vi,wi)

et l’espace vectoriel quotient V ⊗aW est engendré par les vecteurs v⊗w avec (v,w) ∈ V ×W .
On notera v⊗w la classe d’équivalence du couple (v,w) ;

v⊗w = π(v,w) = {(v,w) + u,u ∈ N}. (1.35)

Ainsi, tout vecteur de V ⊗aW s’écrit comme une somme finie
∑
i∈I
λi(vi ⊗wi) avec vi ∈ V ,

wi ∈W , λi ∈ K et I est un ensemble fini d’indices. En particulier,

V ⊗aW = {v⊗w : v ∈ V, w ∈W}. (1.36)

Définition 1.28 (Espace tensoriel, Tenseur)

(a) V ⊗aW est à nouveau un espace vectoriel, qui est maintenant appelé “espace tensoriel”.
(b) Les éléments de V ⊗aW sont appelés “tenseurs”, et en particulier A ∈ V ⊗aW est

un tenseur algébrique 5.
(c) Tout produit v⊗w (v ∈ V,w ∈W ) est appelé “tenseur élémentaire”.

La remarque ci-dessous présente quelques conventions générales à considérer dans tout le
reste :

Remarque 1.3

? Pour les espaces vectoriels V et W de dimensions finies, on omet le suffixe a et on
écrit simplement V ⊗W.
? Le suffixe de V ⊗aW (a pour algébrique) sera déplacé vers la gauche lorsque des

indices apparaissent sur le coté droit comme dans a

d⊗
k=1

V (k).

4. D’après [20, p.51], une autre approche équivalente consiste à poser que

N = Vect


m∑

i=1

n∑
j=1

αiβj(vi, wj)−

(
m∑

i=1

αivi,

n∑
j=1

βjwj

)

∀m,n ∈ N∗, αi, βj ∈ K, vi ∈ V, wj ∈W

 .

5. Il existe de même des tenseurs dits topologiques, mais, ce cas ne sera pas traité dans ce travail.
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1.2.1.2 Propriétés caractéristiques

Propriété 1.2
Les propriétés algébriques caractéristiques de l’espace tensoriel V ⊗aW se traduisent par
la bilinéarité :

(a) (λv)⊗w = v⊗ (λw) = λ · (v⊗w), ∀λ ∈ K, v ∈ V,w ∈W,
(b) (v′ + v′′)⊗w = (v′ ⊗w) + (v′′ ⊗w), ∀v′,v′′ ∈ V, w ∈W,
(c) v⊗ (w′ + w′′) = (v⊗w′) + (v⊗w′′), ∀v ∈ V,w′,w′′ ∈W, (1.37)
(d) 0⊗w = v⊗ 0 = 0, ∀v ∈ V,w ∈W.

La Définition 1.29 à présenter ci-dessous est une caractérisation de l’espace tensoriel
issu de deux espaces vectoriels et, s’explicitera davantage par les résultats la succédant.

Définition 1.29 (Produit et espace tensoriels)
Soient trois K-espaces vectoriels V, W et V. Une application ⊗ : V × W →V est un
produit tensoriel et V un espace tensoriel, c’est-à-dire qu’il est isomorphe à V ⊗aW , si les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) Propriété Vect : V = Vect{v⊗w : v ∈ V, w ∈W};
(2) ⊗ est bilinéaire (voir (1.37)) ;
(3) L’indépendance linéaire des vecteurs {vi}1≤i≤n ⊂ V et {wj}1≤j≤m ⊂W implique
celle des vecteurs {vi ⊗wj} dans V [20, p. 54].

La bilinéarité de ⊗ au sens usuel se traduit par la Proposition 1.1 donnée ci-dessous.

Proposition 1.1
L’application canonique t : V ×W → V ⊗aW définie par t(v,w) −→ v⊗w est bilinéaire.

Démonstration
Montrons que l’application t : V ×W −→ V ⊗aW définie par t(v,w) = v⊗w est bilinéaire.

∗ D’une part, ∀v,v′ ∈ V , w ∈W , a, b ∈ K, on a :

t(av + bv′,w) = (av + bv′)⊗w (par définition de t)
= (av⊗w) + (bv′ ⊗w) (en vertu de (1.37)(b))
= a(v⊗w) + b(v′ ⊗w) (en vertu de (1.37)(a))
= at(v,w) + bt(v′,w). (par définition de t) (1.38)

∗ D’autre part, ∀v ∈ V , w,w′ ∈W , a, b ∈ K, on a :

t(v, aw + bw′) = v⊗ (aw + bw′) (par définition de t)
= (v⊗ aw) + (v⊗ bw′) (en vertu de (1.37)(c))
= a(v⊗w) + b(v⊗w′) (en vertu de (1.37)(a))
= at(v,w) + bt(v,w′). (par définition de t) (1.39)

De (1.38) et (1.39), on tire que t est bilinéaire. D’où la proposition. �

1.2.1.3 Propriété universelle du produit tensoriel

Les résultats à présenter dans cette sous section montrent un caractère unique du
produit tensoriel permettant de transposer les propriétés de bilinéarité dans la catégorie
des espaces vectoriels et des applications linéaires.
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Proposition 1.2 (Propriété fondamentale du produit tensoriel)
Pour tout espace vectoriel M sur K et toute application bilinéaire φ : V ×W −→M , il existe
une unique application linéaire f : V ⊗aW −→M telle que φ(v,w) = f(v⊗w), ∀ v ∈ V et
w ∈W .

Démonstration
Nous traduisons cette propriété en disant que le diagramme suivant

V ×W

M

V ⊗aW

φ

t

f

est commutatif.
7→ D’une part, montrons l’existence de f :
Considérons l’application bilinéaire g : KV×W −→M définie par

g
(∑

ai(vi,wi)
)

=
∑

aiφ(vi,wi).

ker(g) =
{∑

ai(vi,wi) ∈ KV×W /g (
∑
ai(vi,wi)) = 0

}
. On a N ⊂ ker(g) ;

En effet, comme φ est bilinéaire, ∀v,v′ ∈ V , w ∈W et a, b ∈ K, on a :

g((av + bv′,w)− a(v,w)− b(v′,w)) = g(av + bv′,w)− ag(v,w)− bg(v′,w)
= φ(av + bv′,w)− aφ(v,w)− bφ(v′,w)
= aφ(v,w) + bφ(v′,w)− aφ(v,w)− bφ(v′,w)
= 0.

De même,

g((v, aw + bw′)− a(v,w)− b(v,w′)) = g(v, aw + bw′)− ag(v,w)− bg(v,w′)
= φ(v, aw + bw′)− aφ(v,w)− bφ(v,w′)
= aφ(v,w) + bφ(v,w′)− aφ(v,w)− bφ(v,w′)
= 0.

Donc tous les générateurs de N sont dans ker(g) et donc N est un sous-espace vectoriel
de ker(g). Le Théorème 1.2 implique qu’il existe une application linéaire f tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

KV×W V ⊗aW

M

π

g f

L’application linéaire f vérifie f(v⊗w) = g(v,w) = φ(v,w). L’existence est donc démon-
trée.
7→ Montrons l’unicité de f :
L’unicité de f résulte directement de la formule f(v⊗w) = φ(v,w) et du fait que les

vecteurs v⊗w engendrent V ⊗aW. �
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Théorème 1.3 (Propriété universelle du produit tensoriel)
Soit G un K-espace vectoriel et t′ : V ×W → G une application bilinéaire surjective. Supposons
que pour toute application bilinéaire φ : V ×W →M on ait la factorisation

V ×W G

M

t′

φ f ′

avec f ′ linéaire. Alors G est isomorphe au produit tensoriel V ⊗aW [18, p.102].

Démonstration
Prenons pour M, dans la Proposition 1.2, l’espace V ⊗aW et pour application bilinéaire
φ, l’application t. On a le diagramme suivant :

V ×W G

V ⊗aW

t′

t f ′

et donc f ′(t′(v,w)) = v⊗w. De même, en prenant pour M l’espace vectoriel G, on récupère
le diagramme commutatif :

V ×W V ⊗aW

G

t

t′ f ′′

et f ′′(v ⊗w) = t′(v,w). D’où f ′[f ′′(v ⊗w)] = f ′[t′(v,w)] = v ⊗w et f ′′[f ′(t′(v,w))] =
f ′′(v⊗w) = t′(v,w). Comme t′ est surjective, on en déduit que f ′′ ◦ f ′ = idG. �

Le Théorème 1.3 admet comme conséquence : la détermination du produit tensoriel de
deux espaces vectoriels peut donc se faire soit en utilisant la définition, soit en utilisant la
propriété universelle.

Proposition 1.3
Étant donnés trois K-espaces vectoriels V, W et M, il existe un isomorphisme linéaire

Ψ : L(V ⊗aW,M)→ L(V,W ;M)

entre l’espace des applications linéaires de V ⊗aW à valeurs dans M et l’espace des applications
bilinéaires de V ×W dans M.

Démonstration
Cet isomorphisme résulte en effet du diagramme commutatif
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V ×W V ⊗aW

M.

t

φ f

Considérons une application linéaire f ∈ L(V ⊗aW,M). Posons Ψ(f)(v,w) = f(t(v,w))
pour tout (v,w) ∈ V ×W . L’application Ψ(f) est bilinéaire et le diagramme précédent
montre que Ψ est surjective. Supposons Ψ(f) = 0. Alors f(v⊗w) = 0 pour tout (v,w) ∈
V ⊗aW . Comme les vecteurs v⊗w engendrent V ⊗aW , on en déduit que f est l’application
nulle. Ainsi Ψ est un isomorphisme. �

1.2.1.4 Écriture spécifique d’un vecteur de V ⊗aW

Proposition 1.4
Soient v et w deux vecteurs non nuls de V et W respectivement. Alors v⊗w 6= 0 [18, p.104].

Démonstration
En effet, comme v et w sont non nuls, il existe des formes linéaires non nulles f ∈ V ∗ et
g ∈W ∗ telles que f(v) 6= 0 et g(w) 6= 0.

Soit ψ : V ×W → K la forme bilinéaire définie par ψ(v,w) = f(v)g(w). D’après
le Théorème 1.2, il existe une unique application linéaire h : V ⊗a W → K telle que
h(v ⊗w) = ψ(v,w) = f(v)g(w). Comme ψ(v,w) 6= 0, on en déduit h(v ⊗w) 6= 0 et le
vecteur v⊗w est non nul. �

Corollaire 1.1
Soient les vecteurs v ∈ V et w ∈W. Alors l’équation

v⊗w = 0 (1.40)

implique v = 0 ou w = 0 [18, p.104].

Proposition 1.5
Tout vecteur Z 6= 0 de V ⊗aW s’écrit sous la forme

Z =
R∑
i=1

vi ⊗wi (1.41)

où les vecteurs {v1, · · · ,vR} sont linéairement indépendants dans V et les vecteurs {w1, · · · ,wR}
sont linéairement indépendants dans W [20, p.54].

Démonstration
Choisissons une écriture de Z, Z =

∑R
i=1 vi ⊗wi, où R est minimal. Si R = 1,Z = v⊗w.

Comme Z 6= 0, d’après le Corollaire 1.1, on a v 6= 0 et w 6= 0 et donc ces vecteurs sont
libres. Supposons que R ≥ 2. Si la famille {v1, · · · ,vR} est liée, un de ces vecteurs peut
s’écrire comme combinaison linéaire des autres que nous pouvons écrire sans perdre de
généralité : vR =

∑R−1
i=1 αivi. Ainsi,
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Z =
R−1∑
i=1

vi ⊗wi + (vR ⊗wR)

=
R−1∑
i=1

vi ⊗wi +
(
R−1∑
i=1

αivi ⊗wR

)

=
R−1∑
i=1

vi ⊗ (wi + αiwR)︸ ︷︷ ︸
w′i

(en vertu de (1.37)(a))

=
R−1∑
i=1

vi ⊗w′i.

Et cette écriture contredit la minimalité de R. Ainsi les vecteurs {v1, · · · ,vR} sont li-
néairement indépendants dans V. Supposons à présent que la famille de vecteurs de W,
{w1, · · · ,wR} soit liée ; un de ces vecteurs peut s’écrire comme combinaison linéaire des
autres, supposons que wR =

∑R−1
i=1 αiwi. Ainsi,

Z =
R−1∑
i=1

vi ⊗wi + (vR ⊗wR)

=
R−1∑
i=1

vi ⊗wi +
(

vR ⊗
R−1∑
i=1

αiwi

)

=
R−1∑
i=1

(vi + αivR)︸ ︷︷ ︸⊗wi

v′i

(en vertu de (1.37)(a))

=
R−1∑
i=1

v′i ⊗wi.

Ce raisonnement conduit à une contradiction sur la minimalité de R. Ainsi la famille
{w1, · · · ,wR} est libre dans W. D’où la proposition. �

Ce résultat admet comme conséquence : Tout vecteur de la forme Z =
∑R
i=1 vi⊗wi, où les

vecteurs {v1, · · · ,vR} sont linéairement indépendants ainsi que les vecteurs {w1, · · · ,wR},
est non nul [18, p.105].

Proposition 1.6
Soient a1, · · · ,aR des vecteurs quelconques de V. Alors pour tous b1, · · · ,bR indépendants
dans W, la relation

R∑
i=1

ai ⊗ bi = 0

entraîne a1 = · · · = aR = 0 [1, p.11].

Démonstration
Supposons qu’il existe i(i = 1, · · · , R) tel que ai ne soit pas nul. Considérons la forme
linéaire ai sur V telle que ai(ai) = 1 et pour j(j = 1, · · · , R), on considère la forme linéaire
bj sur W définie par

bj(bk) = δjk =
{

1 si j = k,

0 sinon.
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Soit φ : V ×W → K, la forme bilinéaire sur V ×W définie par : φ(v,w) = ai(v)bi(w) pour
tous (v,w) ∈ V ×W . D’après la Proposition 1.2, il existe une forme linéaire unique f
sur V ⊗aW telle que f(v⊗w) = φ(v,w) = ai(v)bi(w). En particulier, on a :

0 = f

 R∑
j=1

aj ⊗ bj

 =
R∑
j=1

f(aj ⊗ bj) =
R∑
j=1

ai(aj)bi(bj) = 1,

ce qui est absurde, par conséquent a1 = · · · = aR = 0. �

Le résultat suivant se limite aux K-espaces vectoriels V et W de dimension finie.

Proposition 1.7
Si V et W sont des espaces de dimension finie, il en est de même de V ⊗W et l’on a
(a) dim(V ⊗W ) = dim(V ) · dim(W ).
(b) Si {vi}i=1,··· ,n est une base de V et {wj}j=1,··· ,m une base de W, alors {vi ⊗wj} est

une base de V ⊗W [20, p. 53].

Démonstration
Soit M unK-espace vectoriel de dimension finie. D’après la Remarque 1.3, l’espace vectoriel
L(V,W ;M) des applications bilinéaires de V ×W dans M et l’espace vectoriel L(V ⊗W,M)
des applications linéaires de V ⊗ W dans M sont isomorphes. Comme la dimension
de L(V,W ;M) est égale à dimV.dimW. dimM , on en déduit que dimL(V ⊗W,M) =
dimV.dimW. dimM . Du coup,

dimV ⊗W = dimV.dimW. (1.42)

Considérons une base {vi}i=1,··· ,n de V et {wj}j=1,··· ,m une base de W. Par définition du
produit tensoriel, les vecteurs vi ⊗wj engendrent V ⊗W , comme il y en a autant que la
dimension de V ⊗W , ils forment une base de cette espace. �

Étant donnés deux K-espaces vectoriels V et W, on peut construire les espaces produit
tensoriel V ⊗aW et W ⊗a V . Ils ne sont évidemment pas égaux. Toutefois, on a le résultat
suivant :

Théorème 1.4
Il existe un isomorphisme et un seul de V ⊗aW sur W ⊗a V appliquant v⊗w sur w⊗ v [1,
p.13].

Démonstration
Soit h : V ×W →W ⊗a V l’application bilinéaire définie par : h(v,w) = w⊗ v, pour tous
v ∈ V et w ∈W . En vertu de la Proposition 1.2, il existe une application linéaire unique
h̃ de V ⊗aW dans W ⊗a V telle que h̃(v⊗w) = w⊗ v ; en vertu

De même, il existe une application linéaire unique g̃ de W ⊗a V dans V ⊗aW telle que
g̃(w⊗ v) = v⊗w, pour tous v ∈ V et w ∈W. Et donc,

h̃ ◦ g̃(w⊗ v) = h̃[g̃(w⊗ v)] = h̃(v⊗w) = w⊗ v = idW⊗aV

et
g̃ ◦ h̃(v⊗w) = g̃[h̃(v⊗w)] = g̃(w⊗ v) = v⊗w = idV⊗aW

Il en résulte qu’il existe une application linéaire unique h̃ de V ⊗aW sur W ⊗a V telle que
h̃(v⊗w) = w⊗ v pour tous v ∈ V et w ∈W. �
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1.2.2 Produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels

La sous section suivante va présenter maintenant le produit tensoriel de plusieurs espaces
vectoriels ; qui est effectivement la généralisation du cas de deux espaces vectoriels. En
dépit de tout ce qui a été dit ci-haut, on va montrer que le produit tensoriel est associatif ;
raison pour laquelle certains résultats ci-haut présentés ne seront plus détaillés.

1.2.2.1 Définition formelle

Nous supposons dans ce paragraphe que chaque V (k), k = 1, · · · , d, est un K-espace
vectoriel. Considérons U = KV (1)×···×V (d) l’espace vectoriel sur K dont une base est donnée
par tous les d-uplets (v(1),v(2), · · · ,v(d)) où v(k) ∈ V (k) et N le sous espace de U engendré
par les vecteurs de la forme

(v(1), · · · ,v(k−1),v(k) + w(k),v(k+1), · · · ,v(d))− (v(1), · · · ,v(k−1),v(k),v(k+1), · · · ,v(d))
−(v(1), · · · ,v(k−1),w(k),v(k+1), · · · ,v(d)),
(v(1), · · · ,v(k−1), av(k),v(k+1), · · · ,v(d))− a(v(1), · · · ,v(k−1),v(k),v(k+1), · · · ,v(d))

où a ∈ K et v(k),w(k) ∈ V (k) ceci pour k = 1, · · · , d.

Définition 1.30
L’espace tensoriel algébrique V (1)⊗a · · · ⊗a V (d) des K-espaces vectoriels V (1), · · · , V (d) est
le K-espace vectoriel

V =a

d⊗
k=1

V (k) = U/N.

On note
d
⊗
k=1

v(k) la classe d’équivalence, dans U/N de (v(1), · · · ,v(d)). C’est-à-dire si

π : U = KV (1)×···×V (d) −→ U/N

est la projection linéaire canonique, alors
d
⊗
k=1

v(k) = π(v(1), · · · ,v(d)).

Comme la famille des (v(1), · · · ,v(d)) est une base de V, les vecteurs
d
⊗
k=1

v(k) engendrent

l’espace tensoriel V =a

d⊗
k=1

V (k).

La définition suivante caractérise l’espace tensoriel issu de plus de deux espaces vectoriels
et s’explicitera davantage par les résultats la succédant.

Définition 1.31 (Produit et espace tensoriels généralisés)
Considérons d + 1 K-espaces vectoriels V (1), V (2), . . . , V (d) des dimensions respectives
n(1), n(2), . . . , n(d) et V. De même, soient

B(k) =
(
e(k)
jk

)
, 1 ≤ jk ≤ n(k)

les bases respectives de ces d espaces vectoriels
(
V (k)

)
, k = 1 : d. L’application

⊗ : V (1) × V (2) × · · · × V (d) −→ V

est un produit tensoriel et V un espace tensoriel algébrique si les propriétés suivantes sont
vérifiées ([7, p.125]) :
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(1) Propriété Vect : V = Vect
{

d
⊗

k=1
v(k),v(k) ∈ V(k)

}
,

(2) ⊗ est multilinéaire : c’est-à-dire ∀λ ∈ K, v(k),w(k) ∈ V (k) et k ∈ {1, . . . , d} :

v(1) ⊗ v(2) ⊗ · · · ⊗
(
λv(k) + w(k)

)
⊗ · · · ⊗ v(d) =

λ(v(1) ⊗ v(2) ⊗ · · · ⊗ v(k) ⊗ · · · ⊗ v(d)) +
(
v(1) ⊗ v(2) ⊗ · · · ⊗w(k) ⊗ · · · ⊗ v(d)

)
,

(3) L’indépendance linéaire des vecteurs
{

v(k)
jk

}
⊂ V (k) implique celle des vecteurs{

d
⊗
k=1

v(k)
jk

}
⊂ V, où jk ∈ Ik = {1, . . . , n(k)} et n(k) est la dimension de l’espace

vectoriel V (k).
Alors, l’espace vectoriel V muni de cette application (ce produit tensoriel) est appelé
espace tensoriel algébrique ou simplement espace tensoriel et est souvent noté

V =a

d⊗
k=1

V (k) (a, pour algébrique) et sa dimension est donnée par

dim(V) =
d∏

k=1
dim

(
V (k)

)
. (1.43)

1.2.2.2 Propriétés caractéristiques du produit tensoriel

Notons t : V (1) × · · · × V (d) → V l’application linéaire composée de l’injection linéaire
de V (1)×· · ·×V (d) dans U et de la projection canonique π : U −→ U/N . Cette application
vérifie

t(v(1), · · · ,v(d)) = v(1) ⊗ · · · ⊗ v(d)

pour tout (v(1), · · · ,v(d)) ∈ V (1) × · · · × V (d).

Proposition 1.8
L’application t : V (1)×· · ·×V (d) −→ V définie par t(v(1), · · · ,v(d)) −→

d
⊗
k=1

v(k) est d-linéaire.

Démonstration
On a, pour tout v(k),w(k) ∈ V (k) et a, b ∈ K :

t(v(1), · · · ,v(k−1), av(k) + bw(k),v(k+1), · · · ,v(d))
= π(v(1), · · · ,v(k−1), av(k) + bw(k),v(k+1), · · · ,v(d)).

D’après la définition de N :

π(v(1), · · · ,v(k−1), av(k) + bw(k),v(k+1), · · · ,v(d))
= π(a(v(1), · · · ,v(k−1),v(k),v(k+1), · · · ,v(d)) + b(v(1), · · · ,v(k−1),w(k),v(k+1), · · · ,v(d))
= aπ(v(1), · · · ,v(k−1),v(k),v(k+1), · · · ,v(d)) + bπ(v(1), · · · ,v(k−1),w(k),v(k+1), · · · ,v(d))
= at(v(1), · · · ,v(k−1),v(k),v(k+1), · · · ,v(d)) + bt(v(1), · · · ,v(k−1),w(k),v(k+1), · · · ,v(d)).

Ainsi,

t(v(1), · · · ,v(k−1), av(k) + bw(k),v(k+1), · · · ,v(d))
= at(v(1), · · · ,v(k−1),v(k),v(k+1), · · · ,v(d)) + bt(v(1), · · · ,v(k−1),w(k),v(k+1), · · · ,v(d)).

Par suite, t est d-linéaire. �
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Théorème 1.5
Pour tout espace vectoriel M sur K et toute application multilinéaire φ : V (1)×· · ·×V (d) −→M ,
il existe une unique application linéaire ψ : V −→M telle que φ = ψ ◦ t [18, p. 125].

Ceci se traduit en disant que le diagramme suivant est commutatif

V (1) × · · · × V (d) V

M

t

φ ψ

Démonstration
Considérons l’application linéaire g : U −→M définie par g(u1, · · · ,ud) = φ(u1, · · · ,ud).
Cette application linéaire est bien définie car on connait sa valeur sur tous les vecteurs de
base de U. Comme φ est multilinéaire, on a que N ⊂ ker(g). Ainsi g induit une application
linéaire h sur l’espace quotient h : U/N −→M telle que h(u1⊗· · ·⊗ud) = g(u1, · · · ,ud).�

1.2.2.3 Propriété universelle du produit tensoriel

Théorème 1.6
Soit U un K-espace vectoriel et t′ : V (1)×· · ·×V (d) −→ U une application d-linéaire surjective.
Supposons que pour toute application d-linéaire φ : V (1) × · · · × V (d) −→ M on ait la
factorisation

V (1) × · · · × V (d) U

M

t′

φ f ′

avec f ′ linéaire. Alors U est isomorphe à l’espace tensoriel V [18, p.126].

Démonstration
Si M = V et si φ est l’application d-linéaire t, alors on a le diagramme commutatif suivant :

V (1) × · · · × V (d) U

V

t′

t f ′

et donc f ′(t′(v(1), · · · ,v(k))) =
d
⊗
k=1

v(k). De même, en prenant pour M l’espace vectoriel U,
on récupère le diagramme commutatif suivant :

V (1) × · · · × V (d) V

U

t

t′ f ′′
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et f ′′
(

d
⊗
k=1

v(k)
)

= t′(v(1), · · · ,v(d)). D’où f ′
(
f ′′
(

d
⊗
k=1

v(k)
))

=
d
⊗
k=1

v(k) et

f ′′(f ′(t′(v(1), · · · ,v(d)))) =
d
⊗
k=1

v(k).

Ainsi, f ′
(
f ′′
(

d
⊗
k=1

v(k)
))

=
d
⊗
k=1

v(k) = t′(v(1), · · · ,v(d)). Comme t′ est surjective, on en
déduit que f ′′ ◦ f ′ = IdU . �

Le résultat de cette proposition peut aussi être utilisé comme une définition équivalente de
l’espace tensoriel V.

Dans ce paragraphe, il s’agit d’étudier le produit tensoriel d’espaces vectoriels sur K de
dimension finie.

Théorème 1.7
Si chacun des espaces vectoriels V (k) est de dimension finie, alors

d⊗
k=1

V (k) est aussi de dimension

finie et l’on a :

dim
(

d⊗
k=1

V (k)
)

= dim(V (1)) · · · dim(V (d)) [20, p.53].

Démonstration
Si l’un des espaces V (k) est réduit à {0}, alors, le produit tensoriel

d⊗
k=1

V (k) est nul. Le

théorème est dans ce cas démontré. Supposons donc que chacun des espaces V (k) soit non

nul. D’après l’identification L
(
V (1), · · · , V (d);M

)
= L

(
d⊗

k=1
V (k);M

)
qui est vraie pour

tout espace vectoriel M, on déduit en particulier L
(
V (1), · · · , V (d);K

)
= L

(
d⊗

k=1
V (k);K

)
.

Soit L
(
V (1), · · · , V (d);K

)
=
(

d⊗
k=1

V (k)
)∗

. De même, on sait, d’après la relation (1.31)

de la Propriété 1.1, que dim
(
L(V (1), · · · , V (d);K)

)
= dim

(
V (1)

)
· · · dim

(
V (d)

)
·dim(K).

Comme dim
(

d⊗
k=1

V (k)
)∗

= dim
(

d⊗
k=1

V k

)
, on a finalement

dim
(

d⊗
k=1

V k

)
= dim

(
V (1)

)
· · · dim

(
V (d)

)
. �

Proposition 1.9
Soit {v(k)

1 ,v(k)
2 ,v(k)

n(k)} une base de V (k) pour k = 1, · · · , d. Alors la famille{
v(1)
j1
⊗ v(2)

j2
⊗ · · · ⊗ v(d)

jd
, jk = 1, · · · , n(k)

}
est une base de V [18, p.128].

Démonstration
D’après la multilinéarité de l’application t définie dans la Proposition 1.8, la famille{

v(1)
j1
⊗ v(2)

j2
⊗ · · · ⊗ v(d)

jd

}
engendre V. Comme la cardinalité de cette famille est égale à la

dimension du produit tensoriel, le résultat s’en déduit. �
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Proposition 1.10
Le produit tensoriel est associatif

U ⊗a (V ⊗aW ) = (U ⊗a V )⊗aW [20, p.56]. (1.44)

Démonstration
Soit ui(i ∈ I), vj(j ∈ J), wk(k ∈ K) des bases de U, V et W avec I, J et K des ensembles
finis. Comme vu dans la Proposition 1.7, V ⊗aW a la base vj ⊗wk ((j, k) ∈ J ×K),
tandis que U ⊗a (V ⊗aW ) a la base ui ⊗ (vj ⊗wk) avec (i, (j, k)) ∈ I × (J ×K).

De même, (U ⊗a V )⊗aW a la base (ui ⊗ vj)⊗wk avec ((i, j), k) ∈ (I × J)×K. Par
la bijection évidente entre I × (J ×K) et (I × J)×K, on a l’isomorphisme
U ⊗a (V ⊗aW ) ∼= (U ⊗a V )⊗aW . �

Avec le résultat ci-haut présenté, on a la remarque suivante :

Remarque 1.4
Dans la pratique, on confond (u ⊗ v) ⊗w et u ⊗ (v ⊗w) qu’on écrit u ⊗ v ⊗w, et on
désigne par (U ⊗a V )⊗aW l’espace engendré par u⊗ v⊗w, où u ∈ U , v ∈ V et w ∈W.

Et, on définit le produit tensoriel a
d⊗

k=1
V (k) des espaces vectoriels V (1), · · · , V (d) sur K par :

a

d⊗
k=1

V (k) = V (1) ⊗a (V (2) ⊗a · · · ⊗a V (d)),

et on confond aussi
d
⊗
k=1

v(k) avec v(1) ⊗ (v(2) ⊗ · · · ⊗ v(k)) [1, p.16].

Conclusion partielle
Dans ce chapitre, nous avons présenté d’une part un contenu minimal jugé nécessaire sur

les espaces vectoriels non seulement permettant d’asseoir la théorie des espaces tensoriels
par la suite, mais aussi pouvant intervenir dans le calcul tensoriel. D’autre part, il a été
question de présenter les espaces tensoriels grâce à la notion de produit tensoriel défini au
minimum entre deux espaces vectoriels. Par exemple, partant de deux espaces vectoriels
V et W tels que (v,w) ∈ V ×W , l’espace tensoriel résultant noté V ⊗aW est engendré
par les éléments de la forme v ⊗ w (tenseurs). Le produit tensoriel ⊗ est bilinéaire ou
multilinéaire selon qu’il est défini à partir de deux ou plusieurs espaces vectoriels. En outre,
l’indépendance linéaire des vecteurs de V et de ceux de W implique directement celle des
éléments de V ⊗aW . Si de plus V et W sont des dimensions finies, il en est de même de
V ⊗W et sa dimension est le produit des dimensions de V et W. Par ailleurs, le produit
tensoriel de plusieurs espaces vectoriels est associatif, ce qui permet de transposer aisément
certains résultats en dimension supérieure.

Cependant, aucune technique de calcul de v ⊗ w n’a été présentée ; ce chapitre se
limitait exclusivement à la construction et à la présentation des propriétés de tels éléments.
C’est ainsi que le chapitre 2 va non seulement montrer comment représenter les tenseurs
mais aussi comment arriver à réaliser certaines opérations dans un espace tensoriel.



Chapitre 2

Représentations et traitements
des tenseurs numériques

Introduction
Dans ce chapitre, il sera question de présenter d’une part la représentation des tenseurs

numériques, et d’autre part, les techniques liées au calcul tensoriel. Dans sa suite, la section
2.1 va présenter une représentation appropriée des tenseurs numériques. La section 2.2 va
exposer quelques traitements numériques applicables aux tenseurs. La section 2.3 présentera
le rang tensoriel qui malheureusement n’est pas défini de façon unique contrairement au
cas des matrices. Pour finir, la section 2.4 parlera des décompositions tensorielles qui sont
en effet des généralisations des décompositions matricielles ; on va en présenter cinq mais,
une attention particulière sera portée sur quatre d’entre elles qui sont considérées comme
les plus couramment utilisées en calcul tensoriel, il s’agit de la décomposition polyadique
canonique, la décomposition de Tucker, la décomposition hiérarchique de Tucker et la
décomposition en train de tenseurs.

2.1 Représentation visuelle des tenseurs

A partir de cette section, l’espace tensoriel algébrique V =a

d⊗
k=1

V (k) sera noté tout

simplement par V. Par ailleurs, le mot tenseur sera considéré au sens de la définition
suivante :

Définition 2.1 (Tenseur numérique)
Un tenseur V ∈ V est considéré comme un tableau multidimensionnel appelé aussi hyper-
matrice dont les entrées numériques sont

vj1j2···jd = V (j1, j2, · · · , jd) ,

où chaque indice jk varie jusqu’à un nombre n(k) qui est la dimension de son espace
vectoriel associé V (k) [7, p.124].

Cette notion de tenseurs ne doit pas être confondue avec les tenseurs utilisés en physique
et en ingénierie (tels que les tenseurs de contrainte), qui sont généralement appelés champs
tensoriels en mathématiques [22, p.455].

Alors que les vecteurs ont des entrées vi avec un indice et que les matrices ont des
entrées aij avec deux indices, les tenseurs portent d indices. Le nombre naturel d définit

28
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l’ordre du tenseur et est choisi en raison de son interprétation comme dimension spatiale.
Les indices

j ∈ {1, · · · , d}

correspondent à la “j-ième direction”, la “j-ième position”, la “j-ième dimension”, le “j-ième
axe”, le “j-ième site”ou le “j-ième mode”. Les noms “direction” et “dimension” proviennent
des fonctions f(x1, · · · , xd), où la variable xj correspond à la j-ième direction spatiale
[20, p.3]. De ce fait, un scalaire est considéré comme tenseur d’ordre d = 0, un vecteur
comme un tenseur d’ordre d = 1, une matrice comme un tenseur d’ordre d = 2 et on parle
simplement de tenseur pour un tableau multidimensionnel d’ordre d > 2.
Les tenseurs numériques ont une représentation visuelle appropriée. Et généralement, cette
dernière est réalisée de deux manières en utilisant :

1. Un point avec des lignes qui représentent les différentes directions du tenseur, ou
2. Des boîtes et des tranches.

La Figure 2.1 illustre une représentation des tenseurs numériques d’ordre inférieur.

• ≡
(a) Scalaire a (d = 0)

/

•

≡

(b) Vecteur v (d = 1)

/

/

• ≡

(c) Matrice A (d = 2)

Figure 2.1 – Représentation visuelle des tenseurs pour d ∈ {0, 1, 2} [7, p.133].

Les tenseurs d’ordre élevé (d > 2) sont en effet des généralisations multidimensionnelles
des matrices, la Figure 2.2 en illustre un échantillon via une représentation visuelle issue
des blocs matriciels. Du coup, les tenseurs d’ordre d > 3 peuvent être représentés comme
un tas de volumes (Figure 2.3).

(a) Tenseur d’ordre 3
(b) Tenseur d’ordre 4

Figure 2.2 – Illustration des tenseurs d’ordre d ∈ {3, 4} via des blocs matriciels [8, p.2].

La philosophie de ce modèle (Figure 2.2) sert de base à la représentation visuelle (tant
que possible) d’un tenseur d’ordre élevé en général. A présent, revenons à la représentation
des tenseurs d’ordre supérieurs basée sur le modèle approprié. Un tenseur d’ordre 3 est
visualisé dans 2.3(a) comme un empilement de matrices, un tenseur d’ordre 4 est visualisé
dans 2.3(c) comme une ligne des tenseurs d’ordre 3, un tenseur d’ordre 5 est visualisé d’une
part, dans 2.3(d) comme une pile des tenseurs d’ordre 4, et d’autre part dans 2.3(f) comme
un bloc des tenseurs d’ordre 3 qui à leur tour sont des superpositions des matrices. En der-
nier lieu, un tenseur d’ordre 6 est présenté dans 2.3(h) comme une pile des tenseurs d’ordre 5.
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/ /•
/

≡

(a) Tenseur A : d = 3

/ /•
/

/

(b) Tenseur A : d = 4
(c) Tenseur A : d = 4

(d) Tenseur A (d = 5).

/ /•
/

/ |

(e) Tenseur A : d = 5
(f) Tenseur A : d = 5

/ /•
/

/ ||

(g) Tenseur A : d = 6

(h) Tenseur A : d = 6 [8, p.4]

Figure 2.3 – Représentation visuelle des tenseurs pour d ∈ {3, 4, 5, 6} ([7, p.133]).

Les sous-tenseurs à valeur vectorielle sont appelés des fibres ; définies en fixant tous
les indices sauf un (Figure 2.4), et les sous-tenseurs à valeur matricielle sont appelés des
tranches, obtenues en fixant tous les indices sauf deux (Figure 2.5).
On utilise également la notation deux-points pour signifier la sélection de l’ensemble des
indices d’une dimension. Par exemple un fibre d’un tenseur V d’ordre 3 peut être écrit

x = V (:, j2, :) , j2 = 1, · · · , n(2).

Alternativement, la k-ième tranche frontale d’un tenseur tridimensionnel, A::k, peut être
dénotée de manière plus compacte par Ak.

Remarque 2.1 (Mode d’un tenseur)
Un vecteur peut être noté soit en "mode colonne" ou en "mode ligne". Pour une matrice,
les colonnes constituent ce qu’on appelle mode colonne ou première mode et les lignes
constituent le mode ligne ou deuxième mode (l’inverse est aussi vrai). Le terme mode
permet de généraliser ces concepts de lignes, colonnes, ou encore d’axes, aux tableaux à d
dimensions. De ce fait, un tenseur d’ordre d a d axes principaux différents qu’on appelle
généralement modes de ce tenseur.
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(a) Fibres colonnes (Mode 1)
(b) Fibres lignes (Mode 2) (c) Fibres tubes (Mode 3)

Figure 2.4 – Fibres d’un tenseur tridimensionnel [8, p.2].

Mode 1

321

X1,:,:

(a) Tranches verticales

Mode 2

1

2

3

X:,1,:

(b) Tranches horizontales

Mode 3

1
2

3

X:,:,1

(c) Tranches frontales

Figure 2.5 – Tranches d’un tenseur tridimensionnel ([7, p.143] et [8, p.2]).

2.2 Quelques traitements numériques des tenseurs
Dans cette section, il sera question de présenter quelques opérations tensorielles. Et la

plupart d’entre elles se ramèneront aux notions matricielles précédemment présentées.

2.2.1 Produit de Kronecker des matrices

Le produit tensoriel et plus particulièrement celui de Kronecker est parmi les plus utiles
en calcul numérique tensoriel.

2.2.1.1 Produit de Kronecker de deux vecteurs

Étant donnés deux vecteurs u ∈ Rn(1) et v ∈ Rn(2) , deux utilisations différentes mais
équivalentes du produit de Kronecker sont à distinguer : Le premier aboutit à un long
vecteur dont la longueur est le produit des longueurs des entrées :

Pour u =


u1
u2
...

un(1)

 , v =


v1
v2
...

vn(2)

 , u⊗ v =


u1v
u2v
...

un(1)v

 ∈ Rn
(1)·n(2)

. (2.1)

La deuxième utilisation du produit tensoriel est appelée produit extérieur (noté souvent
par le symbole "◦") (voir (1.14)). Il en résulte une matrice de rang 1 de taille n(1) × n(2) :

u⊗ v = uvT =


u1vT
u2vT
...

un(1)vT

 ∈ Rn
(1)·n(2)

. (2.2)
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Pour la plupart des cas, s’il n’y a pas d’indication spécifique, la notation ⊗ fera référence à
ce dernier produit.

Exemple 2.1

Considérons les vecteurs u =

1
2
3

 et v =

 3
−1
4

. Leur produit tensoriel est

u⊗ v =

3 −1 4
6 −2 8
9 −3 12

 .
Il est à observer que le produit de deux tenseurs d’ordre 1 (vecteurs) donne un tenseur
d’ordre 2 (matrice) ; les ordres étant additionnés.

La notation
d
⊗
k=1

v(k) = v(1) ⊗ v(2) ⊗ · · · ⊗ v(d) indique le produit de Kronecker de d

vecteurs v(1) ∈ V (1), v(2) ∈ V (2), . . . , v(d) ∈ V (d).

2.2.1.2 Produit de Kroneceker des matrices

Soit d paires d’espaces vectoriels V (k) et W (k) ; 1 ≤ k ≤ d et les espaces tensoriels

correspondant V et W =
d⊗

k=1
W (k) donnés par les applications linéairesA(k) : V (k) −→W (k).

Le produit tensoriel des A(k), produit dit de Kronecker, est l’application linéaire

A =
d⊗

k=1
A(k) : V −→ W (2.3)

défini par
d
⊗
k=1

v(k) ∈ V −→ A
(

d
⊗
k=1

v(k)
)

=
d
⊗
k=1

(
A(k)

(
v(k)

))
∈ W, ∀v(k) ∈ V (k). (2.4)

Puisque V est engendré par des tenseurs élémentaires, l’équation (2.4) définit A de manière
unique sur V. Dans le cas où V (k) = RIk et W (k) = RJk , les applications A(k) sont des
matrices de RIk×Jk . Le produit de Kronecker

d
⊗
k=1

A(k) appartient à l’espace des matrices

RI×J avec I = I1 × · · · × Id et J = J1 × · · · × Jd.
Pour d = 2, soit I1 = {1, · · · , n(1)}, I2 = {1, · · · , n(2)}, J1 = {1, · · · ,m(1)} et J2 =

{1, · · · ,m(2)} des ensembles ordonnés d’indices et utilisant l’ordre lexicographique des
couples (i, j) dans I = I1 × I2 et J = J1 × J2. Alors la matrice A⊗B ∈ RI×J a la forme
du bloc

A⊗B =


a11B a12B · · · a1n(2)B
a21B a22B · · · a2n(2)B
...

... . . . ...
an(1)1B an(1)2B · · · an(1)n(2)B

 . (2.5)

Ce produit n’est pas commutatif, cependant il est associatif et distributif par rapport à
l’addition. Voici deux propriétés relatives à ce produit (tirées de [5, p. 26]) :

Propriété 2.1
Considérons les matrices A(k) ∈ RIk×Ik , k ∈ {1, · · · , d}, et B(k) ∈ RJk×Pk , k ∈ {1, · · · , d}.
Quel que soit d ∈ N∗, le produit de Kronecker ⊗ vérifie la propriété suivante :(

A(1) ⊗ · · · ⊗A(d)
) (
B(1) ⊗ · · · ⊗B(d)

)
=
(
A(1)B(1)

)
⊗ · · · ⊗

(
A(d)B(d)

)
. (2.6)
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Propriété 2.2
Quelles que soient les matrices A(k) ∈ RIk×Ik , k ∈ {1, · · · , d}, la transposée de leur produit
de Kronecker vérifie la relation suivante :(

A(1) ⊗A(2) ⊗ · · · ⊗A(d)
)T

= A(1)T ⊗A(2)T ⊗ · · · ⊗A(d)T
. (2.7)

Proposition 2.1

(1) Si A et B sont des matrices inversibles, alors A⊗B est inversible et

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1. (2.8)

(2) Si A et B sont des matrices orthogonales, alors A⊗B est aussi une matrice orthogonale.

Démonstration

(1) Supposons que les matrices A et B sont des matrices carrées d’ordres respectifs n et
p et inversibles. D’après la Propriété 2.1 ;

(A⊗B) · (A−1 ⊗B−1) = AA−1 ⊗BB−1 = In ⊗ Ip = Inp.

De même,

(A−1 ⊗B−1) · (A⊗B) = A−1A⊗B−1B = In ⊗ Ip = Inp.

D’où
(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

(2) Les matrices A et B étant orthogonales, elles vérifient AT = A−1 et BT = B−1.
D’après la Propriété 2.2 et la Proposition 2.1 ; relation (2.8), on a respectivement

(A⊗B)T = AT ⊗BT et (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

On en déduit

(A⊗B)T = AT ⊗BT = A−1 ⊗B−1 = (A⊗B)−1.

Par suite, A⊗B est aussi orthogonale. �

Définition 2.2 (Valeurs propres)
Étant données A et B deux matrices carrées complexes d’ordre n et p respectivement et des
valeurs propres {λ1, . . . , λn} et {µ1, . . . , µp}, on définit :

(1) Les valeurs propres de A⊗B sont les produits {λiµj}, i = 1, . . . , n ; j = 1, . . . , p des
valeurs propres de A et de B.

(2) Les valeurs propres de A⊗ Ip + In ⊗B sont les sommes {λi + µj}.

Proposition 2.2
Pour toutes matrices carrées A et B réelles ou complexes d’ordres respectifs n et p, on a

det(A⊗B) = (detA)p(detB)n [18, p.121]. (2.9)
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Démonstration
Considérons, dans tous les cas A et B comme des matrices complexes. Soient {λ1, . . . , λn}
les valeurs propres de A et {µ1, . . . , µp} celles de B. On sait que

detA = λ1 · · ·λn et detB = µ1 · · ·µp.

Les valeurs propres de A⊗B étant les produits {λiµj}, i = 1, . . . , n et j = 1, . . . , p, on a
alors

det(A⊗B) =
n∏
i=1

p∏
j=1

λiµj =
(

n∏
i=1

λi

)p p∏
j=1

µj

n = (detA)p · (detB)n. �

La définition suivante sera utile dans la suite.

Définition 2.3 (Symétrie et tenseurs)
Un tenseur est dit cubique si tous les modes ont la même taille, c’est-à-dire que A ∈
RI×I×···×I . Un tenseur cubique est dit supersymétrique (Cependant, ce terme est contesté
par Comon et al., qui préfèrent plutôt juste "symétrique") si ses éléments restent constants
sous toute permutation des indices.

Par exemple, un tenseur tridimensionnel A ∈ RI×I×I est supersymétrique si

aijk = aikj = ajik = ajki = akij = akji, ∀i, j, k = 1, . . . , I. (2.10)

Les tenseurs peuvent également être (partiellement) symétriques dans deux ou plusieurs
modes. Par exemple, un tenseur tridimensionnel A ∈ RI×I×R est symétrique dans les
modes un et deux si toutes ses tranches frontales sont symétriques, c’est-à-dire,

Ak = AT
k , ∀k = 1, . . . , R.

2.2.2 Vectorisation des tenseurs

Les tenseurs numériques peuvent être facilement remodelés dans un vecteur en ordonnant
les entrées en longues colonnes suivant l’ordre dit lexicographique.

Étant donné un tenseur A ∈ RI1×I2×···×Id où chaque entrée est déterminée par un
d-uplet (j1, j2, · · · , jd), un nombre naturel N =

∏d
k=1 #Ik et un ensemble d’indices J =

{1, 2, · · · , N}. On peut obtenir un long vecteur dénoté a = vec(A) à partir de ce tenseur,
où chaque entrée est déterminée par un indice j ∈ J , en définissant un isomorphisme [20,
p.158]

φ : (j1, j2, · · · , jd) ∈ I1 × I2 × · · · × Id −→ J

tel que

j = φ (j1, j2, · · · , jd) = j1 +
d∑

k=2
(jk − 1)

k−1∏
l=1

n(l). (2.11)

En pratique, les indices en J peuvent être obtenus comme

J =


I1
I2
...
Id

 ∈ Rn
(1)·n(2)···n(d)

.

La manipulation des tenseurs nécessite souvent leur reformatage (remise en forme) ;
un cas particulier de remise en forme des tenseurs en matrices est appelé matricialisation
comme le précise le point suivant.
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2.2.3 Matricialisation des tenseurs

La matricialisation appelée aussi dépliage ou aplatissement est une opération de
remodelage d’un tenseur en une matrice. Un tenseur A ∈ RI1×I2×···×Id peut être transformé
en matrice de différentes manières.

L’idée est de réduire l’ensemble de dimension D = {1, 2, · · · , d} en deux sous-ensembles
disjoints et complémentaires t et tc tels que ∅ ( t ( D et tc = D\t. Alors, on obtient les
ensembles d’indices It = ×k∈tIk (qui constituera les indices des lignes) et Itc = ×k∈tcIk
(qui constituera les indices des colonnes). Alors la t-matricialisation de A est donnée par

Mt(A) = A(t) ∈ RIt×Itc , (2.12)

où Mt est considérée comme application de t-matricialisation. Les entrées de la matrice
A(t) sont A(t)(k, l) ; les indices k et l sont donnés respectivement par

k = j1 +
k∑
r=2

(jr − 1)
r−1∏
l=1

n(l) (2.13)

et

l = jk+1 +
d∑

r=k+2
(jr − 1)

r−1∏
l=1

n(l). (2.14)

Le t-rang est le rang de la matrice A(t).
Pour t qui est un singleton, on forme les matrices dites mode k ou matrices de dépliage

de mode k données par

A(k) ∈ RIk×(I1×I2×···×Ik−1×Ik+1×···×Id), k = 1 : d. (2.15)

On observe qu’il suffit de remodeler la matrice en fixant l’indice correspondant à l’ensemble
des indices Ik en mode-ligne en faisant varier tous les autres indices en mode-colonne. La
matrice A(k) est équivalente au tenseur entier mais c’est une matrice en mode k. L’entrée
aj1j2···jd devient ail où i = jk et

l = j1 +
k−1∑
r=2

(jr − 1)
r−1∏
l=1

n(l) +
d∑

r=k+1
(jr − 1)

r−1∏
l=1

n(l). (2.16)

Exemple 2.2
Étant donné un tenseur du troisième ordre A ∈ R3×3×3 avec n(1) = n(2) = n(3) = 3,
sa taille est n = [3, 3, 3] et son nombre d’entrées est N = 27. La Figure 2.6 illustre le
classement des indices considéré ici pour un tenseur à trois dimensions. La figure montre
que pour les différents modes, les indices désignent des pensées différentes mais l’ensemble
du tenseur est décrit par n’importe quel mode.
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mode 1m
ode

2

mo
de

3

111
211
311

112
212
312

113
213
313

121
221
321

122
222
322

123
223
323

131
231
331

132
232
332

133
233
333

Mode 1

i, j, k

i→indice ligne
j → indice colonne

k → indice tranche

Mode 2

i, j, k

i→ indice tranche
j → indice colonne
k → indice ligne

Mode 3

i, j, k

i→ indice ligne
j → indice tranche
k → indice colonne

Figure 2.6 – Indices dans un tenseur d’ordre 3 [7, p.136].

Lorsqu’il est vectorisé, ses entrées seront positionnées de 1 à 27 (on peut utiliser la
commande vec de Matlab). La matricialisation de A dans les modes respectifs 1, 2, 3,
donne les 3 matrices d’indices suivantes :

A(1) =

 111 112 113 121 122 123 131 132 133
211 212 213 221 222 223 231 232 233
311 312 313 321 322 323 331 332 333



A(2) =

 111 112 113 211 212 213 311 312 313
121 122 123 221 222 223 321 322 323
131 132 133 231 232 233 331 332 333



A(3) =

 111 121 131 211 221 231 311 321 331
112 122 132 212 222 232 312 322 332
113 123 133 213 223 233 313 323 333

 .
On observe que, pour chaque k = 1, 2, 3, le numéro de ligne de la matrice A(k) correspond

au kième indice du tenseur A.
La Figure 2.7 visualise un tenseur tridimensionnel de taille (3×3×3) et ses dépliages

en mode 1, mode 2 et mode 3 respectivement. Le nombre rk, k = 1, 2, 3 indique le rang de
la matrice de dépliage dans le mode k.

A ∈ R3×3×3

(a)

A(1) ∈ R3×9

r1 = rang(A(1))

(b)

A(2) ∈ R9×3

r2 = rang(A(2))

(c)

A(3) ∈ R3×9

r3 = rang(A(3))

(d)

Figure 2.7 – Tenseur d’ordre d = 3 (2.7a), taille (3× 3× 3) et sa matricialisation en mode
1 (2.7b), mode 2 (2.7c), et mode 3 (2.7d) respectivement [7, p.137].
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Pratiquement, considérons les tranches frontales de A ∈ R3×4×2

A1 =

1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

 , A2 =

13 16 19 22
14 17 20 23
15 18 21 24

 (2.17)

Alors, les trois déploiements mode k sont :

A(1) =

1 4 7 10 13 16 19 22
2 5 8 11 14 17 20 23
3 6 9 12 15 18 21 24



A(2) =


1 2 3 13 14 15
4 5 6 16 17 18
7 8 9 19 20 21
10 11 12 22 23 24


A(3) =

[
1 2 3 4 5 · · · 9 10 11 12
13 14 15 16 17 · · · 21 22 23 24

]
.

Différents auteurs utilisent parfois un ordre différent des colonnes pour le déroulement du
mode k. En général, la permutation spécifique des colonnes n’est pas importante tant qu’elle
est cohérente dans les calculs connexes [22, p.460]. Quant à la vectorisation d’un tenseur ;
encore une fois, l’ordre des éléments n’a pas d’importance tant qu’il est cohérent. Dans
l’exemple ci-dessus, la version vectorisée est

vec(A) =


1
2
...

24

 .

2.2.4 Tensorisation des vecteurs

La tensorisation d’un vecteur est l’opération inverse de la vectorisation d’un tenseur :
un vecteur est isomorphiquement transformé en un tenseur, même si la structure du tenseur
n’est pas donnée au préalable.
En effet, comme la relation (2.11) est une bijection, sa réciproque peut être utilisée pour
tensoriser des vecteurs. Considérons un vecteur x ∈ RN où N =

∏d
k=1 n

(k) pour un
certain n(k) ∈ N, la tensorisation de x conduit à un tenseur X à d dimensions de taille
[n(1), . . . , n(d)] tel que

X(j1 , j2 , . . . , jd
) = xj

où j est donné par la relation (2.11). Pour plus de détails, voir [20, pp.170-172 et pp.10-12].

2.2.5 Produit tenseur-matrice

Pour introduire la notation générale du produit tenseur-matrice, nous allons rappeler
les principes du produit matrice-matrice, noté ici par le point. Étant données des matrices
F ∈ RI1×I2 , U ∈ RI1×J1 , et V ∈ RI2×J2 , il est possible de calculer le produit

G = UT · F · V ∈ RJ1×J2 (2.18)

obéissant à la compatibilité des tailles des modes. En analysant le produit (2.18) on peut
noter que les lignes de F sont multipliées par U (et non UT ) alors que les colonnes de
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F sont multipliées par V. De la même manière, on peut remarquer que, dans le résultat
matriciel G, les lignes de U sont associées à l’espace des lignes de G tandis que les lignes
de V sont associées à l’espace des colonnes de G. Ainsi, on peut éviter de transposer U
mais travailler avec la multiplication dite en mode k (×k) telle que

G = F ×1 U ×2 V. (2.19)

La notation dans (2.19) signifie que la matrice F est multipliée par U en mode 1 (mode
ligne) et par V en mode2 (mode colonne).
En général, la multiplication en mode k est donnée par la définition ci-dessous :
Définition 2.4 (Multiplication en mode k)
Soit un tenseur A ∈ RI1×I2×...×Id et une matrice M ∈ RIk×Jk , 1 ≤ k ≤ d. Le produit en
mode k de A et M noté A×k M est un tenseur (I1 × . . .× Ik−1 × Jk × Ik+1 . . . Id) dont
les entrées sont données par

(A×kM) (i1, i2, . . . , ik−1, jk, ik+1, . . . , id) =
Ik∑
ik=1

ai1i2...ik−1ikik+1...idmikjk . (2.20)

Chaque fibre mode k est multipliée par la matrice M. L’idée peut également être exprimée
en termes de tenseurs dépliés :

F = A×kM ⇔ F (k) = MA(k). (2.21)

Le produit mode k d’un tenseur avec une matrice est lié à un changement de base dans le
cas où un tenseur définit un opérateur multilinéaire [22, p.461].

Ce produit mode k vérifie les propriétés suivantes :
Propriété 2.3
Étant donné un tenseur A ∈ RI1×I2×...×Id et les matrices F ∈ RIk×Jk , G ∈ RIl×Jl,

(A×k F )×l G = (A×l G)×k F = A×k F ×l G, (k 6= l). (2.22)

Propriété 2.4
Étant donné un tenseur A ∈ RI1×I2×...×Id et les matrices F ∈ RIk×Jk et G ∈ RJk×Kk .

(A×k F )×k G = A×k (G.F ). (2.23)

Exemple 2.3
Considérons les tranches frontales d’un tenseur A ∈ R3×4×2 définies par (2.17), c’est-à-dire

A1 =

1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

 ,A2 =

13 16 19 22
14 17 20 23
15 18 21 24

 et une matrice M =
[
1 3 5
2 4 6

]
.

Le produit F = A×1 M ∈ R2×4×2 est

F1 = MA1 =
[
22 49 76 103
28 64 100 136

]
, F2 = MA2 =

[
130 157 184 211
172 208 244 280

]
.

Le produit mode k(vecteur) d’un tenseur A ∈ RI1×I2×...×Id avec un vecteur v ∈ RIk est
dénoté par A×kv. Le résultat est d’ordre d− 1, c’est-à-dire, la taille est I1 × · · · × Ik−1 ×
Ik+1 × · · · × Id. Par éléments,

(A×kv)j1···jk−1jk+1···jd =
Ik∑
jk=1

aj1j2···jdvjk . (2.24)

L’idée est de calculer le produit interne de chaque fibre mode k avec le vecteur v.
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Exemple 2.4
Considérons A tel que donné dans (2.17) et définissons v =

[
1 2 3 4

]T
. Alors

A×2v =

70 190
80 200
90 210

 .
Lorsqu’il s’agit d’une multiplication vectorielle en mode k, la priorité est importante

car l’ordre des résultats intermédiaires change. En d’autres termes,

A×kv×lw = (A×kv)×l−1w = (A×lw)×kv, k ≤ l. (2.25)

2.2.6 Produit Tenseur-Tenseur

En général, étant donnés des tenseurs A ∈ RI1×I2×...×Id1 et B ∈ RJ1×J2×...×Jd2 , leur
produit donne un tenseur C d’ordre d1 + d2 tel que

C
(
i1 , i2 , . . . id1 , j1 , j2 , . . . , jd2

)
= A (i1 , i2 , . . . id1) B

(
j1, j2 , . . . , jd2

)
= A⊗B. (2.26)

Exemple 2.5
A partir du produit

(
1
0

)
⊗
(

1
0

)
⊗
(

1
1

)
=
(

1 0
0 0

)
⊗
(

1
1

)
on obtient un tenseur tridimensionnel

A ∈ R2×2×2 qui a des tranches identiques
(

1 0
0 0

)
et peut être donné par son dépliage en

mode 1
A(1) =

[
1 0 1 0
0 0 0 0

]
.

2.2.7 Produit de Khatri-Rao

Le produit de Khatri-Rao est le produit de Kronecker "correspondant en colonnes".
Considérons les matrices A = [a1 · · ·aK ] ∈ RI×K et B = [b1 · · ·bK ] ∈ RJ×K où ak et bk
désignent respectivement les kième colonnes de A et de B. Leur produit de Khatri-Rao est
dénoté A�B. Le résultat est une matrice de taille (IJ)×K définie par

C = A�B =
[
a1 ⊗ b1 a2 ⊗ b2 · · · aK ⊗ bK

]
. (2.27)

Si a et b sont des vecteurs, alors les produits de Khatri-Rao et de Kronecker sont identiques,
c’est-à-dire,

a ⊗ b = a � b. (2.28)

2.2.8 Produit de Hadamard

Le produit de Hadamard est le produit matriciel par éléments. Étant données les
matrices A et B, toutes deux de taille I × J , leur produit de Hadamard est noté A ∗B. Le
résultat est également de taille I × J et défini par

A ∗B =


a11b11 a12b12 · · · a1Jb1J
a21b21 a22b22 · · · a2Jb2J

...
... . . . ...

aI1bI1 aI2bI2 · · · aIJbIJ

 . (2.29)
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En dépit des propriétés déjà évoquées ci-haut pour le produit de Kronecker, ces produits
matriciels sont liés par les relations suivantes :

Propriété 2.5

(1) A�B � C = (A�B)� C = A� (B � C),
(2) (A�B)T (A�B) = ATA ∗BTB.

(3) (A�B)† =
(
(ATA) ∗ (BTB)

)†
(A�B)T , où A† dénote le pseudo-inverse de Moore-

Penrose de A (voir Définition 1.15).
(4) Pour l’utilité du produit de Kronecker, en considérant A ∈ RI1×I2×...×Id et B(k) ∈

RJk×Ik , ∀k ∈ {1, . . . , d} ; on a :

F = A×1 B
(1) ×2 B

(2) · · · ×d B(d) ⇔

F (k) = B(k)A(k)
(
B(d) ⊗ · · · ⊗B(k+1) ⊗B(k−1) ⊗ · · · ⊗B(1)

)T
.

Pour plus de détails, voir [22, p.462].

2.2.9 Produit contracté

La multiplication des tenseurs peut être généralisée simplement par le produit dit
contracté. La contraction peut se faire sur un mode spécifique (produit en mode k) ou sur
plusieurs modes : pour deux vecteurs u,v ∈ Rn(1) , le produit en mode 1 est simplement le
produit scalaire classique

u.v =
n(1)∑
i=1

uivi. (2.30)

Pour une matrice A ∈ Rn(1)×n(2) et des vecteurs u ∈ Rn(1)
,v ∈ Rn(2) , nous pouvons utiliser

les produits suivants pour exprimer les produits matrice-vecteur :

Av = A×1 v ∈ Rn(1) produit en mode 1,
uTA = A×2 u ∈ Rn(2) produiten mode 2 ,
uTAv = A×1 v×2 u ∈ R produit en mode 1-mode 2.

Observons que sur la dernière multiplication, la contraction se fait sur les deux modes
et le résultat est un scalaire. Ainsi, étant donnés deux tenseurs A ∈ RI1×I2×...×Id1 et
B ∈ RJ1×J2×...×Jd2 , s’il existe Ik = Jk, 1 ≤ k ≤ d1, d2 alors le produit en mode k est donné
par

C = (A×k B) =
n(k)∑
j

k
=1

Ai1 ,...,ik ,...id1
Bj1 ,...,jk−1 ,jk ,jk+1 ...,jd2

≡ A×k B(k). (2.31)

Le produit (2.31) est le produit contracté général où les directions correspondantes sont
contractées et le tenseur résultant C est d’ordre d = d1 + d2 − 2. Le produit multilinéaire
complet contracte toutes les directions et s’écrit

C = 〈A,B〉 = A×1 B
(1) ×2 B

(2) . . .×k B(k),

le résultat est un scalaire. C’est le produit intérieur tensoriel. Bien entendu, le nombre
d’indices dans les directions correspondantes doit être égal.
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2.3 Rang tensoriel
Cette section se propose de généraliser la notion de rang matriciel présentée via la

Définition 1.24. Mais, comme on va le montrer ; il est généralement difficile de déterminer
le rang d’un tenseur d’ordre supérieur.

Définition 2.5 (Tenseur élémentaire)
On appelle tenseur élémentaire, tout tenseur de V pouvant s’écrire sous la forme

V =
d
⊗
k=1

v(k), v(k) ∈ V (k).

L’ensemble des tenseurs élémentaires de V est noté C1(V) et l’on a la relation

V = Vect{C1(V)} [17, p.20].

De ce fait résulte une deuxième écriture d’un tenseur de V :

Définition 2.6
Un tenseur de V peut s’écrire sous la forme :

V =
r∑
i=1

αi
d
⊗
k=1

v(k)
i , αi ∈ R, v(k)

i ∈ V
(k). (2.32)

Ici, le tenseur est considéré comme une combinaison linéaire des tenseurs élémentaires.

Définition 2.7 (Rang tensoriel canonique)
Soit V un tenseur à d dimensions. Le plus petit entier tel que le tenseur V peut être
exprimé par (2.32) est appelé rang canonique du tenseur V. En d’autres termes, c’est le
plus petit nombre de tenseurs élémentaires utilisés pour représenter le tenseur.

Pratiquement, il est difficile de déterminer le rang. Même avec l’arithmétique exact, le
calcul du rang est, en général, pas faisable pour les tenseurs de grande taille. Voici un
résultat soutenant cette position :

Proposition 2.3
En général, la détermination du rang tensoriel est un problème NP-difficile [21, p.2].

La définition du rang tensoriel est un analogue exact de la définition du rang matriciel,
mais les propriétés des rangs matriciels et tensoriels sont très différentes. Une différence est
que le rang d’un tenseur à valeurs réelles peut en fait être différent sur R et C [22, p.464].
De plus, contrairement au rang des matrices, le rang des tenseurs peut dépasser toutes les
dimensions. Par exemple [12, p.4],

Exemple 2.6
Considérons le tenseur symétrique G ∈ R2×2×2 défini par son déploiement en mode 1 (voir
(2.15)) :

G(1) =
[

2 0 0 −2
0 −2 −2 0

]
.

Dans le champ réel, le tenseur G nécessite trois tenseurs élémentaires :

G = 4
(

1
0

)⊗3

+
(
−1
−1

)⊗3

+
(
−1
1

)⊗3

.
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où la notation x⊗k =
kfacteurs︷ ︸︸ ︷

x⊗ x . . .⊗ x est le produit tensoriel de k facteurs identiques.
Cependant, si l’on admet la décomposition dans le champ complexe, en considérant√
−1 = i, on peut écrire

G =
(

1
i

)⊗3

+
(

1
−i

)⊗3

.

Nous concluons que le tenseur G a un rang canonique 3 dans R et 2 dans C.

A partir de cet exemple, on peut observer que le fait d’imposer la décomposition dans
R peut augmenter le rang. Cette situation est générale et pour cette raison, de nombreux
rangs ont été définis, tels que le rang non négatif, le rang symétrique, le rang de Kruskall,
le rang limite, le rang structuré, le rang de Tucker, le rang hiérarchique de Tucker, le rang
du train tensoriel ou le rang du noyau tensoriel. Pour plus de détails, voir [12]. Une autre
différence majeure entre le rang d’une matrice et celui d’un tenseur est qu’il n’existe pas
d’algorithme direct pour déterminer le rang d’un tenseur spécifique donné.

Une autre particularité des tenseurs concerne les rangs maximal et typique. Le rang
maximal est défini comme le plus grand rang possible, tandis que le rang typique est tout
rang qui se produit avec une probabilité supérieure à zéro (c’est-à-dire sur un ensemble
avec une mesure de Lebesgue positive).

Pour la collection des matrices I × J , les rang maximal et minimal sont identiques et
égaux à min{I, J}. Pour les tenseurs, les deux rangs peuvent être différents.

La Table 2.1 montre les rangs maximaux connus pour des tenseurs de tailles spécifiques.
Le résultat le plus général concerne les tenseurs d’ordre 3 avec seulement deux tranches.
De même, la Table 2.2 présente quelques formules connues pour les rangs typiques de
certains tenseurs tridimensionnels sur R et sur C pour certains.

Table 2.1 – Rangs maximaux sur R pour un tenseur tridimensionnel [22, p.465].

Taille du tenseur Rang maximal

I × J × 2 min{I, J}+ min
{
I, J,

1
2 max{I, J}

}
3× 3× 3 5

Table 2.2 – Rangs typiques sur R et C pour un tenseur tridimensionnel [22, p.465].

Taille du tenseur Rang typique sur R Rang typique sur C
2× 2× 2 {2, 3}
3× 3× 2 {3, 4}
5× 3× 3 {5, 6}
I × J × 2 avec I ≥ 2J (très grand) 2J
I × J × 2 avec I > J min{I, 2J} min{I, 2J}
I × J × 2 avec J < I < 2J (grand) I

I × I × 2 (compact) {I, I + 1} I

I × J ×K avec I ≥ JK (très grand) JK

I × J ×K avec JK − J < I < JK (grand) I

I × J ×K avec I = JK − J (compact) {I, I + 1}

En plus du rang tensoriel canonique, nous pouvons définir un rang multilinéaire comme
suit.
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Définition 2.8 (Rang multilinéaire)
Étant donné un tenseur A d’ordre d, son rang multilinéaire, noté ml-rang(A), est le d-uplet
(r1, r2, . . . , rd) =

(
rang(A(1)), rang(A(2)), . . . , rang(A(d))

)
, où chaque rk est le nombre

de vecteurs colonnes (ou lignes) linéairement indépendants de la matrice obtenue après
matricialisation du tenseur en mode-k. C’est-à-dire

rk = rang(A(k)), k = 1, 2, . . . , d. (2.33)

Le rang multilinéaire intervient surtout dans la décomposition de Tucker qui sera introduite
dans la section suivante.

2.4 Décompositions tensorielles
Les décompositions tensorielles généralisent aux tenseurs le concept de décompositions

matricielles. Lorsque les tenseurs sont de rang faible, elles permettent de les représenter
exactement dans des formats compacts. Ces factorisations permettent donc potentiellement
de résoudre le problème de la complexité de stockage [30, p.53]. L’objectif principal d’une
décomposition tensorielle standard est de factoriser un tenseur de données en matrices
factorielles physiquement interprétables ou significatives et en un tenseur central unique qui
indique les liens entre les composantes (vecteurs des matrices factorielles) dans différents
modes [8, p.7]. Cette section permet d’introduire cinq formats tensoriels dont le format
plein et les quatre formats les plus couramment utilisés dans l’analyse numérique des
tenseurs, à savoir : la décomposition Polyadique Canonique, la décomposition de Tucker, la
décomposition hiérarchique de Tucker et la décomposition en train de tenseurs. Ces formats
sont des représentations du tenseur d’une manière qui permet un traitement efficace de ses
éléments.

2.4.1 Tenseur en format plein

Soit
(
V (k)

)
, k = 1 : d des espaces vectoriels et B(k) =

(
e(k)
jk

)
, 1 ≤ jk ≤ n(k) leurs bases

respectives. Un tenseur V, élément de l’espace tensoriel V généré par les espaces vectoriels
V (k), peut-être écrit sous la forme

V =
n(1)∑
j1=1
· · ·

n(d)∑
jd=1

vj1j2···jd
d
⊗
j=1

e(k)
jk
, vj1j2···jd ∈ R (2.34)

Le tenseur est dit en format plein lorsqu’il est défini par tous les coefficients

(vj1j2···jd),1≤jk≤n(k), 1≤k≤d .

En d’autres termes, il est représenté comme un tableau à d dimensions avec toutes ses
entrées. De la relation (2.34), une base B de V est définie par le produit tensoriel des bases
de l’espace vectoriel comme

B = B(1) ×B(2) × · · · ×B(d) et dim (V) =
d∏

k=1
n(k).

La Figure 2.8 illustre un tenseur tridimensionnel sous la forme d’un tableau de taille
3× 3× 3 (2.8a) ou comme des fibres de taille 3× 3 (2.8b), où chaque fibre est un vecteur
de 3 entrées, ou comme un tas de 3 tranches (2.8c) où chaque tranche est une matrice
d’ordre 3× 3 [7, p.135].
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27 entrées

(a)

9 fibres

(b)

3 tranches

(c)

Figure 2.8 – Tenseur tridimensionnel en format plein

2.4.2 Décomposition Polyadique Canonique (CPD)

En 1927, Hitchcock a proposé l’idée de la forme polyadique d’un tenseur, c’est-à-dire
l’expression d’un tenseur comme la somme d’un nombre fini de tenseurs de rang un ;
et en 1944, Cattell a proposé des idées pour l’analyse proportionnelle parallèle et l’idée
de multiples axes d’analyse (circonstances, objets et caractéristiques). Le concept est
finalement devenu populaire après sa troisième introduction, en 1970, dans la communauté
psychométrique, sous la forme de CANDECOMP (décomposition canonique) par Carroll
et Chang et de PARAFAC (facteurs parallèles) par Harshman [22, p.462].

Définition 2.9 (Format canonique polyadique)
Un tenseur est donné sous format canonique, ou format canonique polyadique, lorsqu’il
est écrit comme une combinaison linéaire de R tenseurs élémentaires. C’est-à-dire qu’un

tenseur F ∈ V =
d⊗

k=1
V (k) où V (k) = RIk s’écrit comme suit

F =
R∑
i=1

giu(1)
i ⊗ u(2)

i . . .⊗u(d)
i , (2.35)

où R est le rang canonique de F et u(k)
i , i = 1, . . . , n(k) sont des vecteurs de l’espace

vectoriel V (k) de dimension n(k).

Puisqu’un produit scalaire est supposé être défini sur l’espace tensoriel considéré, on peut
imposer que les vecteurs u(k)

i , k = 1 : d, i = 1 : n(k) soient unitaires. Dans ce contexte,
les scalaires gi, i = 1 : R forment un tableau G à d dimensions dont la matricialisation
en tout mode est diagonale [7, p.137]. Ainsi, la décomposition peut être écrite de manière
équivalente sous forme de matrice

F = G×1 U
(1) ×2 U

(2) . . .×dU (d), (2.36)

où G = diagd(g1, g2, ..., gR) est le tenseur central qui est d-diagonal. Cela signifie qu’il est
diagonal dans un espace à d dimensions (sa matricialisation dans tout mode est diagonale).
Les facteurs (U (k))k=1:d sont des matrices de facteurs construites avec les vecteurs u(k)

i et la
notation ×k représente le produit en mode k (2.19). En utilisant le produit de Khatri-Rao
et la matricialisation du tenseur F, la relation (2.36) s’écrit :

F (k) = U (k)G(k)(U (d) � ...� U (k+1) � U (k−1)...� U (1))T , k = 1 : d, (2.37)

où F (k) est la représentation matricielle du tenseur dans le mode k.
La Figure 2.9 illustre la décomposition polyadique canonique d’un tenseur d’ordre 3,

où la décomposition est présentée comme une combinaison linéaire de tenseurs de rang un.
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Décomposition polyadique

≈ g1

u1
(2)

u1
(1)

u1
(3)

+ . . .+ gR

uR
(2)

uR
(1)

uR
(3)

(a) Illustration du Format canonique polyadique d’un tenseur d’ordre d = 3 en R tenseurs de rang 1

Décomposition polyadique

≈

U (2)

U (3)

U (1)

G

(b) Forme matricielle de la décomposition canonique polyadique

Figure 2.9 – Décomposition canonique polyadique en 3D

Le tenseur de base G est une matrice d-diagonale.

Ce format présente l’avantage selon lequel le tenseur central est diagonal, mais l’incon-
vénient est que les facteurs matriciels (U (k))k=1:d ne sont pas nécessairement orthogonaux,
et que le rang R peut être trop grand. On peut imposer une contrainte d’orthogonalité
sur les facteurs matriciels alors que le tenseur de base n’est peut-être pas encore diagonal.
C’est l’idée du format de Tucker.

2.4.3 Décomposition de Tucker

La décomposition de Tucker est une généralisation possible de la décomposition cano-
nique faisant intervenir un tenseur de corps noté G̃ ∈ Rr1×···×rd [30, p.60].

Définition 2.10
On dit qu’un tenseur est dans un format de Tucker lorsqu’il est écrit comme un produit
d’un tenseur de base, de taille plus petite que le tenseur initial, avec des facteurs matriciels
orthogonaux.

Ainsi, étant donné un tenseur F ∈ V =
d⊗

k=1
V (k) où V (k) = RIk avec n(k) = #Ik grand et

rk < n(k), k = 1 : d, on écrit :

F =
r1∑
i1=1

r2∑
i2=1

.. . . .
rd∑
id=1

gi1i2...idu(1)
i1
⊗ u(2)

i2
. . .⊗u(d)

id
, (2.38)

où u(k)
i , i = 1, . . . , n(k) sont des vecteurs des espaces vectoriels V (k) de dimension n(k) qui

sont, en général, orthonormés. En fixant

G̃ =
r1∑
i1=1

r2∑
i2=1

.. . . .
rd∑
id=1

gi1i2...id
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on obtient un tenseur appelé tenseur central de Tucker ou tenseur noyau ou tenseur de
corps d’ordre (r1, r2, . . . , rd) plus petit que le tenseur original. Sous forme de matrice, il
s’écrit

F = G̃×1 U
(1) ×2 U

(2) . . .×d U (d). (2.39)

La Figure 2.10 illustre le format de décomposition de Tucker d’un tenseur d’ordre 3, où
l’on peut considérer le tenseur central G̃ comme un format compressé de F puisque les
facteurs matriciels sont orthogonaux.

Décomposition de Tucker

F

≈

U (2)

U (3)

U (1)

G̃

Figure 2.10 – Illustration de la décomposition de Tucker [22, p.475].

Le format de Tucker est intéressant dans la mesure où les facteurs matriciels sont souvent
choisis orthogonaux. L’avantage étant que plusieurs opérations seront limitées au seul
tenseur de base qui est alors une forme compressée du tenseur initial. Plus la compression
est importante (rk << n(k), k = 1 : d) sans perte significative, plus le format de Tucker est
efficace.

Ce format est stable mais, il présente l’inconvénient d’avoir toujours un tenseur de
base qui est multidimensionnel et non diagonal. Ainsi, la complexité algorithmique croît
toujours de manière exponentielle par rapport à la dimension d ; O(dnr + rd)[31, p.2296].
Il convient pour les "petites" dimensions, en particulier pour les modèles tridimensionnels.
Par conséquent, l’utilisation du format hiérarchique de Tucker ou du train tensoriel (TT)
qui tentent de combiner les avantages des représentations CP et Tucker est nécessaire.

2.4.4 Décomposition hiérarchique de Tucker

L’idée principale de la représentation hiérarchique de Tucker est la manière d’approximer
un tenseur numérique

A ∈ V =
d⊗

k=1
V (k)

par un autre tenseur

Ã ∈ Ṽ =
d⊗

k=1
U (k), (2.40)

construit via des sous-espaces vectoriels U (k) de rang minimal pour chaque V (k).
Pour rendre cette approximation efficace, un arbre dimensionnel est utilisé. Cet arbre

permet de réduire la dimensionnalité du tenseur d’ordre élevé en utilisant la décomposition
en valeurs singulières d’ordre élevé (HOSVD) et la troncature [7, p.140].

L’arbre binaire dimensionnel T est le plus utilisé. On considère que l’ensemble de
dimension D = {1, ..., d} est la racine de l’arbre, il est au niveau 0. Chaque nœud de T
est un sous-ensemble non vide de D. Tout nœud t de T tel que #t = 1 est appelé feuille
de T et l’ensemble de toutes les feuilles est noté L(T ). La notation I (T ) = T \ L(T )
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représente l’ensemble des nœuds t tels qu’il existe deux enfants t1 et t2, chacun non vide
avec t = t1 ∪ t2 et t1 ∩ t2 = ∅ [20, p.319]. A chaque nœud t ∈ T on définit un rang maximal
r tel qu’à chaque niveau l, le t-rang rt est plus petit que r. Le t-rang rt est défini dans
(2.12). Si un nœud t est au niveau l, ses enfants {t1, t2} sont au niveau l + 1.

L’ensemble de tous les tenseurs hiérarchiques de Tucker est donné par

HTr (V) = {A ∈ V : rt(A) ≤ r, ∀t ∈ T}. (2.41)

Tout élément de HTr (V) peut être écrit sous la forme

A =
rD∑
i=1

rD∑
j=1

αDiju
D1
i ⊗ uD2

j , D = D1 ∪D2, D1 ∩D2 = ∅, αDij ∈ R, (2.42)

et

u(t)
k =

rt∑
i=1

rt∑
j=1

α
(t)
ijku

(t1)
i ⊗ u(t2)

j , t = t1 ∪ t2, t1 ∩ t2 = ∅, α(t)
ijk ∈ R, ∀t ∈ I (T ), (2.43)

où I (T ) = T \D. Un tenseur est déterminé au format de Tucker hiérarchique en définis-
sant le tenseur de transfert (α(t))t∈I (T) et sa base de l’espace vectoriel (u(t)

i )t∈L(T),i∈{1,...,rt}.
Une façon de déterminer les bases

B(t) =
[
u(t)
i

]
∈ U (t), i = 1, 2, . . . , rt (2.44)

et les tenseurs de transfert α(t)
ijk font référence à la décomposition en valeurs singulières

d’ordre supérieur que nous présentons ci-dessous.

Décomposition en valeurs singulières d’ordre élevé (HOSVD)

L’application de matricialisation (2.12) nous permet de définir une matrice qui cor-
respond au tenseur A à chaque nœud de l’arbre dans le mode t, notée Mt(A) ( où t est
un sous-ensemble de l’ensemble de dimension D). En considérant les vecteurs singuliers
gauches u(t)

i de Mt(A), on forme une base orthonormale

B(t) = [u(t)
1 ,u(t)

2 , . . . ,u(t)
rt

]

de telle sorte que
U (t) = Vect{u(t)

i , 1 ≤ i ≤ rt}

pour tout t ∈ T .
De telles bases à chaque sommet de l’arbre forment les bases dites HOSVD (voir [20,

p.339]). Cependant, si l’on devait stocker toutes les entrées de ces bases, cela nécessiterait
un stockage énorme. Au lieu de cela, la représentation hiérarchique utilise quelques cadres
récursifs qui permettent d’exprimer les bases au sommet t ∈ T au moyen de ses bases
fils B(t1) et B(t2). Dans ce cas, seules les bases des nœuds feuilles (t ∈ L(T ) est un
singleton) doivent être stockées explicitement alors que les bases des niveaux supérieurs
sont implicitement formées via le produit de Kronecker et les tenseurs dits de transfert. Les
coefficients α(t)

ijk peuvent être construits par les valeurs singulières gauches de la matrice
Mt(A) ou par les valeurs propres de la matrice

Mt(A)Mt(A)T
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avec quelques troncatures récursives. La procédure est répétée pour chaque sous-ensemble
t ⊂ D. Cette procédure fait partie de la décomposition en valeurs singulières d’ordre élevé
HOSVD qui est une généralisation de la SVD matricielle. Pour plus de détails, voir [20,
Chap.11] pour cette construction, tandis que d’autres HOSVD dans d’autres formats sont
présentées, par exemple dans [14].
La Figure 2.11 illustre un arbre tensoriel hiérarchique : Figure 2.11a d’un tenseur A à 7
dimensions et sa représentation en format hiérarchique, Figure 2.11b suivant les concepts
de la section 2.1.

Le premier nœud au niveau 0 est la racine de l’arbre avecD = {1, . . . , 7} et chaque niveau
suivant est formé par deux sous-ensembles disjoints du précédent. Dans la Figure 2.11b, le
• indique un produit contracté entre deux tenseurs et le nombre de segments barrés indique
la dimension du tenseur résultant. On peut voir que (en observant la Figure 2.11b),
à la racine du tenseur, le tenseur résultant est une matrice (à deux dimensions) tandis
que chaque nœud non feuille et non racine représente un tenseur à trois dimensions. Les
feuilles représentent les sous-espaces unidimensionnels U (k), k = 1 : d à partir desquels
sont construites les bases unidimensionnelles B(k) définies dans (2.44).

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

{1, 2, 3} {4, 5, 6, 7}

{1} {2, 3} {4, 5} {6, 7}

{2} {3} {4} {5} {6} {7}

(a) Arbre dimensionnel : A (d = 7).

•
/ /

•
| /

•
/ /

•
|

•
| /
•

| /
•

| /

U (1) U (2) U (3)U (4) U (5)U (6) U (7)

(b) Décomposition tensorielle hiérarchique A (d = 7)

Figure 2.11 – Arbre hiérarchique de compression (d = 7)[7, p.141].

2.4.5 Décomposition en train tensoriel et approximation de faible rang

Parmi les multiples formats de décompositions tensorielles existants, généralement
le choix d’étudier particulièrement le format en train de tenseurs est fréquent. Ce choix
est guidé par des résultats pratiques mettant en évidence son efficacité en termes de
compression de données pour représenter des tenseurs de grande dimension [30, p.61].
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2.4.5.1 Décomposition en train des tenseurs (TT)

Les principales motivations pour l’utilisation du format TT sont à la fois la possibilité de
représenter exactement un tenseur d’ordre élevé avec peu de paramètres ou la possibilité de
l’approximer par un tenseur de bas rang avec une précision donnée par moins de paramètres.
En outre, des algorithmes efficaces ont été étudiés pour calculer les rangs optimaux rk
permettant à un tenseur d’ordre élevé donné d’être représenté dans le format TT avec une
précision requise. Par ailleurs, le remodelage des matrices et des vecteurs à grande échelle
en tenseurs d’ordre élevé et leur approximation dans le format TT permettent d’effectuer
certaines opérations algébriques, telles que l’addition et le produit matrice-vecteur, avec
une complexité temporelle logarithmique [7, p.142].

La représentation TT d’un vecteur ou d’une matrice tensorisé(e) A peut être considérée
comme une représentation à faible rang effectuée successivement sur ses matricialisations
A(k), k = 1 : d. Ces matricialisations conduisent souvent à une dépendance linéaire entre
les lignes ou les colonnes qui peut être supprimée par une transformation standard des
lignes et des colonnes. Ainsi, la décomposition TT des grands vecteurs et des matrices à
grande échelle utilise une représentation récursive du produit de Kronecker avec utilisation
de bases communes.

Pour représenter un tenseur A ∈ RI1×I2×...×Id au format TT, il faut déterminer l
composantes 1 (l ≥ d) U (k), k = 1, ..., l telles que

A(i1, i2, . . . , il) ≈
∑

α0,α1,...,αl

U(1)(α0 , i1 , α1)U(2)(α1 , i2 , α2) · · ·U(l)(α
l−1 , il , αl

), (2.45)

où les composantes U(k), 1 ≤ k ≤ l sont appelées tenseurs noyaux. En général, chaque
U(k) est un tableau à 3 dimensions pour les grands vecteurs. Par exemple, considérons un
vecteur

x ∈ Rn
(1).n(2)··· .n(d)

.

Ce vecteur peut être remodelé dans un tableau x ∈ RI1×I2×...×Id , où #Ik = n(k), ∀k ∈
{1, 2, . . . , l}. Pour convertir ce vecteur sous la forme (2.45), chaque noyau va dépendre d’un
indice initial ik ∈ Ik et de deux variables d’indices auxiliaires

αk−1 ∈ Kk−1, αk ∈ Kk,∀ k ∈ Kk = {1, 2, . . . , rk}, k = 1 : l.

Les nombres rk sont appelés le rang-TT du vecteur et r1 = rl = 1 par définition. Nous
pouvons nous référer à ce vecteur comme un vecteur-TT et en utilisant le produit de
Kronecker des fibres du mode 2 (colonnes), nous pouvons écrire

x ≈
r1∑

α1=1

r2∑
α2=1

. . .

rl−1∑
αl−1=1

= U(1)(1, i1 , α1)⊗U(2)(α1 , i2 , α2)⊗ . . .⊗U(l)(α
l−1 , il , 1).

Pour une matrice à grande échelle A ∈ Rm×n, la représentation TT est obtenue de la

même manière par extension de (2.45) où chaque noyau est maintenant un tableau à 4
dimensions. La matrice A peut être remodelée comme un tableau

A ∈ RI1×I2×...×Id1×J1×J2×...×Jd2 , d1, d2 ∈ N.

appelée matrice-TT, où

m =
d1∏
k=1

#Ik

1. La nouvelle dimension l est utilisée comme une dimension artificielle et doit être distinguée de la
dimension réelle d. Lorsque l = d, alors la dimension réelle du problème est utilisée.
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et

n =
d2∏
k=1

#Jk.

Ainsi, on peut approximer sa représentation TT en utilisant le produit de Kronecker
des tranches (matrices) mode-2 et écrire

A ≈
r1∑

α1=1

r2∑
α2=1

. . .

rl−1∑
αl−1=1

U(1)(1, i1 , j1 , α1)⊗U(2)(α1 , i2 , j2 , α2)⊗ . . .⊗U(l)(α
l−1 , il , jl

, 1).

La Figure 2.12 visualise le format TT où, pour les vecteurs TT, les conditions aux
limites donnent lieu à des matrices aux extrêmes et à des tenseurs d’ordre 3 partout
ailleurs, liés par le produit contracté mode-1. La forme d’un train est représentée par la
Figure 2.12a tandis que la forme équivalente mais plus générale est représentée par la
Figure 2.12b. La Figure 2.12c visualise la représentation TT des grandes matrices où
nous avons des tableaux à 3 dimensions aux extrémités et des tableaux à 4 dimensions
partout ailleurs.

(a) Format en train de tenseur d’un vecteur TT d’ordre 7

•/ •/
/
/ •
/
/ •
/
/ •
/
/ •
/
/ •
/
/ • /

(b) Format tensoriel TT d’un vecteur TT d’ordre 7

•/
/
•/
/
/

/
•
/
/

/
•
/
/

/
•
/
/

/
•
/
/

/
•
/
/

/
• /
/

(c) Format en train des tenseurs d’une TT matrice d’ordre 7 représentée.

Figure 2.12 – Forme d’un train tensoriel d’ordre 7 [7, p.164].

Montrons maintenant comment ces noyaux sont construits. Tout d’abord, rappelons
que lorsque la séparabilité de certaines variables est possible, toute matrice A ∈ Rm×n
peut être écrite comme une somme de produit de Kronecker de certains vecteurs :

A =
r∑
j=1

uj ⊗ vj =
r∑
j=1

ujvTj ,

où r est le rang de la matrice A. Cela permet d’écrire une matrice A sous la forme
de décomposition dyadique (skeleton ; voir [30, p.49]) : A = UV T . En d’autres termes,
la matrice A dont les entrées peuvent être notées A(i, j), i = 1 : m, j = 1 : n, peut
être considérée comme un produit de Kronecker de deux matrices G(1) ∈ Rm(1)×n(1) et
G(2) ∈ Rm(2)×n(2) de telle sorte que (m,n) = (m(1).m(2), n(1).n(2)). Cela signifie que nous
pouvons écrire

A = G(1) ⊗G(2) = [G(1)(i1, j1)G(2)] i1 = 1 : m(1), j1 = 1 : n(1). (2.46)
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Ainsi, la décomposition repose sur un certain fractionnement des indices spatiaux et peut
être effectuée de manière récursive. Pour comprendre ce fractionnement, considérons les
indices de ligne et de colonne de A comme des multi-indices :

(i, j) = (i1i2, j1j2), and A(i, j) = A(i1i2, j1j2).

On peut observer que les indices i et j du produit de Kronecker A = G(1) ⊗G(2) ne
sont pas séparés mais sont des produits d’indices de mode. L’idée de la séparation des
variables est de remodeler la matrice A en une nouvelle matrice Ã avec des multi-indices
spéciaux qui admettent la séparation. Cela signifie que nous devons remodeler la matrice
A sous la forme

Ã(i1j1, i2j2) ≈ A(i1i2, j1j2), i1 = 1 : m(1), i2 = 1 : m(2), j1 = 1 : n(1), j2 = 1 : n(2), (2.47)

tel que Ã(i1j1, i2j2) est une matrice de faible rang. Puisque la plupart des matrices ne
sont pas représentées par un seul produit de Kronecker, nous pouvons avoir une somme de
produits de Kronecker qui écrit

Ã =
r∑

α=1
G(1)
α ⊗G(2)

α , (2.48)

où G(k)
α est une matrice. L’entier naturel r est connu comme le rang de Kronecker de la

représentation alors qu’il est appelé rang de Kronecker de la matrice Ã lorsqu’il est le
minimum possible pour toutes les représentations de la forme (2.48). Le côté droit de
l’équation (2.48) permet d’écrire la matrice A avec

r(m(1)n(1) +m(2)n(2))

entrées qui peuvent être significativement plus petites que

mn = m(1)n(1)m(2)n(2),

pour un petit r. Ainsi, le nombre de paramètres pour représenter la matrice A a été réduit.
Afin de comprimer davantage la représentation, nous pouvons augmenter le nombre de
facteurs de Kronecker tout en diminuant la taille de chaque facteur de matrice. C’est-à-dire

Ã =
r∑

α=1
⊗lk=1G

(k)
α , (2.49)

où G(k)
α est une matrice dépendant des paramètres. Avec cette formulation, la taille de

chaque G(k)
α est diminuée mais l, l ≥ d, facteurs sont utilisés. Cela signifie que nous avons

agrandi la dimension d tout en créant de petits blocs qui forment le tenseur central. Ce
tenseur central devrait avoir un petit rang r. Considérons, pour simplifier, que la matrice A
est d’ordre n. On peut observer que le principal avantage dépend du taux d’augmentation
de r lorsque n diminue. Si r augmente lentement alors que n a considérablement diminué,
on obtient une réduction importante des paramètres.

Au lieu de manipuler n2 entrées de A, on peut manipuler NTT
p paramètres où

NTT
p << n2.

En particulier, lorsque l’ordre de A est une puissance de 2, c’est-à-dire n = 2d, on
peut élargir la dimension à la dimension tensorielle maximale d alors que chaque G(k)

α a
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maintenant 2×2 blocs. Dans ce cas, la représentation est appelée représentation en train
tensoriel quantifiée (QTT). Une telle représentation permet de réduire significativement
le nombre de paramètres dans le tenseur. Le nombre de paramètres est alors donné par

NQTT
p = 4rlog2n. (2.50)

Considérons maintenant que nous devons approximer un tenseur à d dimensions de taille
[n, n, . . . , n] et nd entrées, par un nouveau tenseur avec peu de paramètres, par rapport
à nd. Pour cela, un vecteur-TT a et une matrice-TT A doivent être approximés par de
nouveaux tenseurs ã et Ã de formes respectives.

ã = G(1)(j1)G(2)(j2) . . .G(d)(jd), (2.51)

et
Ã = G(1)(i1, j1)G(2)(i2, j2) . . .G(d)(id, jd), (2.52)

où chaque
G(k)(jk) = U(k)

rk−1,jk,rk
et G(k)(ik, jk) = U(k)

rk−1,ik,jk,rk

respectivement. Chaque facteur de cette notation est une sorte de matrice de bloc dépendant
des paramètres avec rk−1 × rk blocs où le d-uplet (r0, r1, . . . , rd) est appelé rang-TT et les
relations r0 = rd = 1 sont imposées comme conditions limites. Le rang maximal

r = max{rk}, k = 1 : d− 1

est censé être petit alors que, compte tenu d’un seuil ε (0 < ε < 1), l’approximation vérifie

‖a − ã‖F < ε,

respectivement,
‖A− Ã‖F < ε

où ‖.‖F désigne la norme de Frobenius. En général, l’approximation se fait par k-matricialisation
(2.12) dans chaque mode.

Une limite supérieure sur le rang rk est donnée par le théorème ci-dessous tiré de [7,
p.145].

Théorème 2.1
Si pour chaque matrice de dépliage de la forme (2.12) d’un tenseur A à d dimensions tel
que rang(A(k)) = rk, alors il existe une décomposition (2.51), respectivement(2.52), avec des
rangs-TT non supérieurs à rk où rk est le rang de la k-matricialisation, A(k), du tenseur A.

Donc la décomposition peut être effectuée via des décompositions en valeurs singulières
ou QR (cfr point 1.1.3.2).

Il peut maintenant être important de savoir dans quelle mesure l’approximation est
meilleure dans un format de tenseur TT à faible rang. Le théorème et les corollaires suivants
dont les démonstrations peuvent être retrouvées dans [31, p.2300] montrent la précision
attendue lors de l’approximation d’un tenseur sous format du train tensoriel de faible rang
avec une précision donnée en utilisant la décomposition en valeurs singulières.

Théorème 2.2
Supposons que la matrice de dépliage A(k) du tenseur A vérifie

A(k) = B(k) + E(k), avec rang(A(k)) = rk, et ‖E(k)‖F = εk, (2.53)
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k = 1, 2, . . . , d− 1. Alors, la TT-SVD calcule un tenseur au format TT avec des rangs-TT rk
et

‖A− B̃‖F ≤

√√√√d−1∑
k=1

ε2k. (2.54)

Deux corollaires fournissent des informations sur l’amélioration de l’approximation TT
par rapport à l’approximation CP et à la meilleure approximation via la SVD.

Corollaire 2.1
Si un tenseur A admet une approximation canonique avec R termes et une précision ε, alors il
existe une approximation TT avec des rangs-TT rk ≤ R et une précision

√
d− 1ε.

Corollaire 2.2
Étant donné un tenseur A et des limites de rangs-TT rk,, la meilleure approximation de A dans
la norme de Frobenius avec les rangs-TT, désignée par Abest,, existe toujours et l’approximation
TT B calculée par l’algorithme TT-SVD est quasi-optimale et nous avons que

‖A−B‖F ≤
√
d− 1‖A−Abest‖F . (2.55)

Ce dernier corollaire compare l’approximation TT calculée par SVD avec la meilleure
approximation en norme Frobenius.

Définition 2.11 (Norme tensorielle)
La norme d’un tenseur A ∈ RI1×I2×···×Id est la racine carrée de la somme des carrés de
tous ses éléments, c’est-à-dire,

∥∥∥A∥∥∥ =

√√√√√ I1∑
j1=1

I2∑
j2=1
· · ·

Id∑
jd=1

a2
j1j2···jd . (2.56)

C’est analogue à la norme de Frobenius matricielle (1.17). Du Théorème 2.2, il s’en suit
immédiatement que si les valeurs singulières des matrices de dépliage sont tronquées à δ,
l’erreur de l’approximation sera de

√
d− 1δ, et pour obtenir toute précision prescrite ε,

le seuil δ doit être fixé à ε√
d−1 . Enfin, un algorithme pour construire l’approximation TT

avec une précision (relative) prescrite est donné dans [31, p.2301].

2.4.5.2 Troncature et arrondi dans le format TT

L’objectif est d’analyser les erreurs d’arrondi qui peuvent survenir soit lors de la
conversion d’un tenseur général au format TT, soit lors de la troncature d’un tenseur-TT
après certaines opérations. Convertir un tenseur général en un tenseur-TT est déjà coûteux
pour les tenseurs à haute dimension. Toutefois, si le tenseur est donné dans un certain
format structuré, la complexité de la tâche peut être considérablement réduite. Considérons
un tenseur qui est déjà au format TT mais dont les rangs-TT sont sous-optimaux. Ces
rangs sous-optimaux sont souvent plus grands que les rangs réels et peuvent augmenter
lorsque certaines opérations linéaires (telles que l’addition, le produit tenseur-vecteur ou
les produits en mode-k) sont effectuées. Une façon d’éviter la croissance des rangs-TT
est l’utilisation de certaines techniques de compression et de certaines troncatures pour
réduire ces rangs tout en maintenant la précision aussi bonne que possible. De nombreuses
opérations tensorielles itératives ont tendance à augmenter le rang du tenseur résultant.
Lorsque ces opérations sont répétées de nombreuses fois, le rang continue à augmenter et
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peut exploser. Pour cette raison, il est judicieux de remplacer après chaque opération un
résultat As de rang s suffisamment grand par son approximation Br de rang r relativement
plus petit. L’opérateur de troncature Tr,s est défini soit en fixant le rang de destination r,
soit en fixant un seuil ε > 0 tel que ‖ As −Br ‖< ε et r < s. Ainsi,

Br = Tr,s(A)⇔ ||As −Br|| < ε, r < s, (2.57)

dans une norme appropriée. Lorsque le rang de destination r est fixé, nous pouvons désigner
l’opérateur de troncature simplement par Tr. Un résultat dans [20, p.354, Théorème 11.56]
prouve l’existence d’une meilleure approximation pour les problèmes au format hiérarchique
et donc au format TT. Lorsque cette approximation (Tr,s) utilise le HOSVD, c’est-à-dire
que (s− r) plus petites valeurs propres et leurs vecteurs propres associés sont négligés dans
chaque k-matricialisation, le théorème 11.64 dans [20, p.362] montre que l’approximation
vérifie

||A−Br|| ≤
√

2d− 3||A−Bbest||. (2.58)

où d est la dimension de ces tenseurs, s est le rang maximal du tenseur actuel A et r est le
rang de destination, c’est-à-dire le rang maximal fixe du tenseur B qui se rapproche de A
[7, p.151].

Ici, nous présentons une autre technique proposée dans [31, p.2302] pour la décom-
position TT. Cette technique utilise les méthodes successives de décompositions QR et
SVD.

Considérons un tenseur de la forme (2.52) avec des rangs-TT (rk), k = 1, . . . , d − 1.
L’objectif est d’estimer le plus petit rang optimal (r′k), r

′
k ≤ rk, k = 1, . . . , d− 1 tout en

maintenant une précision aussi élevée que possible. Une telle procédure sera appelée arrondi
(elle peut également être appelée troncature ou recompression), car elle est analogue à
l’arrondi lorsque l’on travaille avec des nombres à virgule flottante, mais au lieu de chiffres
et de mantisse, nous avons une représentation peu paramétrique d’un tenseur.

Considérons le tenseur A = G(1)(j1)G(2)(j2) . . .G(d)(jd) décrit dans (2.51). Pour
comprimer ce tenseur, on peut d’abord le matricialiser, par exemple en mode-un, et
appliquer sa décomposition dyadique :

A(1) = UV T , (2.59)

où
U(j1, α1) = G(1)(j1, α1) (2.60)

et
V (j2, . . . , jd, α1) = G(2)(α1, j2)G(3)(j3) . . .G(d)(jd). (2.61)

D’une part, puisque la taille du tenseur complet A est (n(1), n(2), . . . , n(d)), la taille de la
matricialisation du mode-1 est (n(1),

∏d
k=2 n

(k)).
Ainsi, la matrice U est petite et sa décomposition QR peut être directe et moins chère.

D’autre part, la matrice V est très grande et sa décomposition QR nécessite des procédures
structurées. Dans le cas où les décompositions

U = QuRu, et V = QvRv, (2.62)

sont disponibles, on peut construire une petite matrice P = RuR
T
v de taille r × r dont la

SVD est facile à calculer :
P = XΣY T . (2.63)
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La matrice Σ est diagonale de taille r̂ × r̂ où r̂ ≤ r est obtenue après troncature 2 tandis
que X et Y sont de taille r × r̂ avec des colonnes orthonormées.

Pour la matrice A(1), les matrices des vecteurs singuliers dominants sont Û = QuX et
V̂ = QvY.

Puisque la décomposition QR de U peut être directe, décrivons maintenant comment
la décomposition QR de V peut être faite structurellement. Pour ce faire, il est nécessaire
d’orthogonaliser certains facteurs. Le lemme ci-dessous tiré de [31, p.2302] indique que
pour une décomposition TT avec des noyaux orthogonaux, les matrices correspondantes
ont des lignes orthonormales.

Lemme 2.1
Si un tenseur Z est exprimé sous la forme

Z(α1, j2, . . . , jd) = Q(2)(j2)Q(3)(j3) . . . Q(d)(jd), (2.64)

où Q(k)(jk) est une matrice, k = 1, 2, . . . , d, et rd = 1 (pour jk fixé, k = 2, . . . , d, le produit
se réduit à un vecteur de longueur r1, qui est indexé par α1), et les matrices Q(k)(jk) satisfont
la condition d’orthogonalité ∑

jk

Q(k)(jk)
(
Q(k)(jk)

)T
= Irk−1 (2.65)

où Irk−1 est la matrice identité de taille rk−1, et Z, considérée comme une matrice Z de taille
r1 ×

∏d
k=2 n

(k), a des lignes orthonormées

(ZZT )α1α̂1 =
∑

j2,...,jd

Z(α1, j2, . . . , jd)Z(α̂1, j2, . . . , jd) = δα1α̂1 .

En utilisant ce lemme, on peut aborder une décomposition QR structurée de la matrice V
donnée au format TT. Considérons

V (j2, . . . , jd) = G(2)(j2) . . .G(d)(jd).

Par un algorithme qui balaie tous les noyaux de droite à gauche, on peut orthogonaliser les
noyaux G(k)(jk), k = {d, d− 1, . . . , 2}, en suivant les étapes ci-dessous.

Premièrement, puisque rd = 1, G(d)(jd) est une matrice (rd−1, n
(d)) dont la décomposi-

tion QR écrit

G(d)(jd) = R(d)Q(d)(jd),

où la taille de R(d) est (rd−1, rd−1) et Q(d)(jd) de taille (rd−1, n
(d)) a des lignes orthogonales :∑

jd

Q(d)(jd)
(
Q(d)(jd)

)T
= Ird−1 .

Ensuite, en fixant
G′(d−1)(jd−1) = G(d−1)(jd−1)R(d)

conduit à un tenseur-noyau de même taille en utilisant un produit de noyau contracté avec
une transformation de taille(

rd−2, n
(d−1), rd−1

)
× (rd−1, rd−1) −→

(
rd−2, n

(d−1), rd−1
)
.

2. La troncature peut se faire en fixant r̂ ou en suivant un seuil ε̂. De plus, on remarque que dans ce cas
r̂ peut être le plus petit rang r′ ou peut être réduit encore une fois en fonction du seuil [7, p.152].
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Cela nous permet d’écrire

V (j2, . . . , jd) = G(2)(j2) . . .G′(d−1)(jd)Q(d)(jd),

avec Q(d)(jd) qui satisfait (2.65).

Par induction, on peut supposer à l’étape s = k + 1, que les noyaux (d, d− 1, . . . k + 1)
sont othogonaux. Nous avons donc la représentation

V (j2, . . . , jd) = G(2)(j2) . . .G′(k)(jk)Q(k+1)(jk+1) . . . Q(d)(jd), (2.66)

sont des matrices Q(s)(js), s = k + 1, . . . , d, satisfont (2.65) et au pas s = k, la
transformation est toujours valable. Pour cela, il suffit de calculer

G′(k)(jk) = R(k)Q(k)(jk) (2.67)

avec ∑
jk

Q(k)(jk)
(
Q(k)(jk)

)T
= Irk−1 , (2.68)

et observer que la matrice R(k) de taille (rk−1, rk−1) est indépendante de jk.
Cela conduit à la conclusion que Q(k) et R(k) peuvent être calculés via l’orthogonalisation

des lignes de la matrice G obtenue en remodelant G(k) en une matrice de taille rk−1, n
(k)rk.

Ainsi, on a calculé la décomposition QR à l’aide des tenseurs-noyaux G(k)(jk) de la
décomposition TT de la matrice A. Pour effectuer la compression, on peut calculer la SVD
comprimée et contracter deux noyaux contenant un ensemble d’indices communs (pour
plus de détails, voir [31, p.2305]).

Conclusion partielle
Ce chapitre portait essentiellement sur les représentations et les traitements des tenseurs

numériques et ces derniers sont considérés en effet comme des tableaux multidimensionnels ;
qui sont des généralisations des matrices (tranches). Il a été dit que les lignes et colonnes
d’une matrice portent un nom générique de "mode" chez les tenseurs. Par ailleurs, certaines
opérations spécifiques ont été présentées ; c’est le cas du produit de Kronecker, le produit
de Khatri-Rao, le produit de Hadamard, le produit en mode k, le produit contracté, la
vectorisation, la matricialisation, la tensorisation, etc. Certaines d’entre elles admettent
comme soubassement les techniques de l’algèbre linéaire. Néanmoins, certains concepts de
l’algèbre linéaire ne sont pas définis de manière unique en dimension supérieure, le rang
tensoriel en étant un paradigme. Contrairement aux matrices, le rang d’un tenseur défini
sur un corps K n’est pas le même selon que K = R ou K = C. En outre, certains auteurs
ont montré qu’il est pratiquement difficile de déterminer le rang. Même avec l’arithmétique
exact, le calcul du rang est, en général, pas faisable pour les tenseurs de grande taille. Et à
[21] de prouver que la détermination du rang tensoriel est un problème NP-difficile.
Pour finir, nous avons présenté des décompositions tensorielles qui sont en fait des géné-
ralisations des décompositions matricielles. Ici, il s’agissait surtout de la décomposition
canonique polyadique, la décomposition de Tucker, la décomposition hiérarchique de Tucker
et la décomposition en train tensoriel.



Chapitre 3

Traitement multidimensionnel
du signal par décomposition

tensorielle

Introduction
Pendant longtemps le traitement du signal s’est essentiellement intéressé aux signaux

dépendant d’une seule variable (le temps). Le développement rapide des moyens de trai-
tement à la fois dans leur capacité de stockage et dans leur vitesse de calcul permet de
mettre en œuvre des systèmes de traitement de signaux dépendant de plusieurs variables
(temps, espace, ...) [23, p.87]. Il est proposé d’appeler signaux multidimensionnels (signaux
ND) de tels signaux. Une modélisation multidimensionnelle peut être adoptée dans un
grand nombre de problèmes se rattachant à des domaines aussi variés que la sociologie,
l’analyse de données ou le traitement du signal. En physique et traitement du signal, les
enregistrements numériques multidimensionnels sont modélisés par des tenseurs. Chaque
mode d’un tenseur représente une grandeur physique telle que l’espace (longueur, largeur,
hauteur), le temps, le canal de couleur (longueur d’onde), à laquelle est associée un espace
vectoriel dont la dimension est égale au nombre d’échantillons numériques effectués dans
cette dimension [28, p.1].

Dans ce chapitre, il sera question de présenter la façon dont les signaux multidimension-
nels sont traités via l’approche tensorielle. Dans la mesure du possible, certains exemples
seront présentés sans toutefois aller dans les détails exhaustifs. Dans la suite, d’une part,
la section 3.1 présente un état de l’art de l’analyse multidimensionnelle. Et d’autre part, la
section 3.2 portera sur le traitement de signaux multidimensionnels.

3.1 État de l’art de l’analyse multidimensionnelle
Les racines de l’analyse multidimensionnelle remontent à l’étude des polynômes homo-

gènes au XIXe siècle, à laquelle ont participé Gauss, Kronecker, Cayley, Weyl et Hilbert.
Dans l’interprétation moderne, il s’agit de tenseurs entièrement symétriques. Les décompo-
sitions de tenseurs non symétriques sont étudiées depuis le début du XXe siècle, tandis que
les avantages de l’utilisation de plus de deux matrices dans l’analyse factorielle (AF) sont
apparus dans plusieurs communautés depuis les années 1960. La décomposition de Tucker
(TKD) pour les tenseurs a été introduite en psychométrie, tandis que la décomposition
polyadique canonique (CPD) a été redécouverte indépendamment et mise dans un contexte
d’application sous les noms de décomposition canonique (CANDECOMP) en psychométrie
et de modèle factoriel parallèle (PARAFAC) en linguistique. Les tenseurs ont ensuite
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été adoptés dans diverses branches de l’analyse des données, telles que la chimiométrie,
l’industrie alimentaire et les sciences sociales. En ce qui concerne le traitement du signal, le
début des années 1990 a vu un intérêt considérable pour les statistiques d’ordre supérieur
(HOS), et on s’est rapidement rendu compte que, pour les cas multivariés, les HOS sont
effectivement des tenseurs d’ordre supérieur ; en effet, les approches algébriques de l’analyse
en composantes indépendantes (ICA) utilisant les HOS étaient intrinsèquement basées sur
les tenseurs. Vers 2000, on a réalisé que la TKD représente une décomposition multilinéaire
de la valeur singulière (MLSVD). Généralisant la décomposition matricielle de la valeur
singulière (SVD), le cheval de bataille de l’algèbre linéaire numérique, la MLSVD a stimulé
l’intérêt pour les tenseurs en mathématiques appliquées et en calcul scientifique en très
haute dimension. Parallèlement, la MLSVD a été adoptée avec succès comme outil pour le
traitement des réseaux de capteurs et la séparation déterministe des signaux dans les com-
munications sans fil. Par la suite, les tenseurs ont été utilisés dans le traitement de l’audio,
des images et de la vidéo, l’apprentissage automatique et les applications biomédicales, pour
ne citer que quelques domaines [10, p.146].

3.2 Traitement d’un signal multidimensionnel
Le traitement du signal est une discipline indispensable de nos jours. Il a pour objet

l’élaboration ou l’interprétation des signaux porteurs d’informations. Son but est donc de
réussir à extraire un maximum d’informations utiles sur un signal perturbé par du bruit
en s’appuyant sur les ressources de l’électronique et de l’informatique. En grande partie, le
contenu de cette section a été puisé dans [28] et [10].

3.2.1 Généralités

Le signal est le support de l’information émise par une source et destinée à un récepteur ;
c’est le véhicule de l’intelligence dans les systèmes. Il transporte les ordres dans les
équipements de contrôle et de télécommande, il achemine sur les réseaux l’information, la
parole ou l’image. Il est particulièrement fragile et doit être manipulé avec beaucoup de soins.
Le traitement qu’il subit a pour but d’extraire des informations, de modifier le message
qu’il transporte ou de l’adapter aux moyens de transmission ; c’est là qu’interviennent les
techniques numériques.

En effet, si l’on imagine de substituer au signal un ensemble de nombres qui représentent
sa grandeur ou amplitude à des instants convenablement choisis, le traitement, même dans
sa forme la plus élaborée, se ramène à une séquence d’opérations logiques et arithmétiques
sur cet ensemble de nombres, associées à des mises en mémoire. La conversion du signal
continu analogique en un signal numérique est réalisée par des capteurs qui opèrent sur
des enregistrements ou directement dans les équipements qui produisent ou reçoivent le
signal [4, p.7].

La conversion d’un signal analogique sous forme numérique implique une double
approximation. D’une part, dans l’espace des temps, le signal fonction du temps s(t)
est remplacé par ses valeurs s(nT ) à des instants multiples entiers d’une durée T ; c’est
l’opération d’échantillonnage. D’autre part, dans l’espace des amplitudes, chaque valeur
s(nT ) est approchée par un multiple entier d’une quantité élémentaire q ; c’est l’opération
de quantification. La valeur approchée ainsi obtenue est ensuite associée à un nombre ;
c’est le codage, ce terme étant souvent utilisé pour désigner l’ensemble, c’est-à-dire le
passage de la valeur s(nT ) au nombre qui la représente.
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3.2.2 D’une matrice à un tenseur

Les approches de l’analyse en composantes (matricielles) bidirectionnelle sont bien éta-
blies et comprennent l’analyse en composantes principales (ACP), l’ICA, la factorisation de
la matrice non négative (NMF) et l’analyse en composantes éparses (SCA). Ces techniques
sont devenues des outils standard pour, par exemple, la séparation aveugle des sources
(BSS), l’extraction de caractéristiques ou la classification.
Les premières approches d’analyse de données multidimensionnelles reformataient le tenseur
de données sous forme de matrice et recouraient à des méthodes développées pour l’analyse
classique bidimensionnelle. Cependant, une telle vision aplatie du monde et les hypothèses
rigides inhérentes à l’analyse à deux dimensions ne sont pas toujours adaptées aux données
multidimensionnelles. On ne peut découvrir des composantes cachées dans les données
multidimensionnelles que si les outils d’analyse tiennent compte des modèles multidimen-
sionnels intrinsèques présents, ce qui motive le développement de techniques multilinéaires.
Une nette différence existe entre les matrices et les tenseurs. Les matrices représentent des
transformations linéaires et des formes quadratiques, tandis que les tenseurs sont liés à
des applications multilinéaires et à des polynômes multivariés. D’après la Définition 2.1,
un tenseur est considéré comme un tableau numérique à indices multiples, l’ordre d’un
tenseur étant le nombre de ses modes ou dimensions ; ceux-ci peuvent inclure l’espace, le
temps, la fréquence, les essais, les classes et les dictionnaires. Un tenseur à valeurs réelles
d’ordre N est désigné par X ∈ RI1×I2×...×IN et ses entrées par xj1j2···jN .

3.2.3 Interprétation des données dans l’analyse bidirectionnelle

L’objectif de la BSS, de la FA et de l’analyse des variablesA latentes est de décomposer
une matrice de données X ∈ RI×J en facteurs matriciels A = [a1, . . . ,aR] ∈ RI×R et
B = [b1, . . . ,bR] ∈ RJ×R comme

X = ADBT + E

=
R∑
r=1

λrarbTr + E

=
R∑
r=1

λrar ◦ br + E, (3.1)

où D = diag(λ1, λ2, . . . , λR) est une matrice de mise à l’échelle (normalisation), les colonnes
de B représentent les signaux sources inconnus (facteurs ou variables latentes selon les
tâches à accomplir), les colonnes de A représentent les vecteurs de mélange associés (ou
charges de facteurs), tandis que E est le bruit 1 dû à une partie de données non modélisée
ou à une erreur de modèle. En d’autres termes, le modèle (3.1) suppose que la matrice de
données X comprend des composantes cachées br(r = 1, 2, . . . , R) qui sont mélangées d’une
manière inconnue par l’intermédiaire des coefficients de A, ou, de manière équivalente,
que les données contiennent des facteurs qui ont une charge associée pour chaque canal
de données. La Figure 3.1 représente le modèle (3.1) sous la forme d’une décomposition
dyadique, où les termes ar ◦ br = arbTr sont des matrices de rang 1.

Les indéterminations bien connues intrinsèques à ce modèle sont :
1. la mise à l’échelle arbitraire des composantes et
2. la permutation des termes de rang 1.

1. Un bruit correspond à tout phénomène perturbateur gênant la transmission ou l’interprétation d’un
signal.
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Figure 3.1 – L’analogie entre (a) décomposition dyadique et (b) les PD ; le format de
Tucker a un noyau diagonal.

Une autre indétermination est liée à la signification physique des facteurs : si le modèle
(3.1) n’est pas contraint, il admet une infinité de combinaisons de A et B. Les factorisations
matricielles standard en algèbre linéaire, telles que la factorisation QR, la décomposition en
valeurs propres (EVD) et la SVD, ne sont que des méthodes spéciales de factorisation de
(3.1), et doivent leur unicité à des contraintes dures et restrictives telles que la triangularité
et l’orthogonalité. D’autre part, certaines propriétés des facteurs de (3.1) peuvent être
représentées par des contraintes appropriées, rendant possible l’estimation ou l’extraction
unique de ces facteurs. Ces contraintes comprennent l’indépendance statistique, la sparsité, la
non-négativité, la structure exponentielle, la non-corrélation, le module constant, l’alphabet
fini, la régularité et l’unimodalité. En effet, les quatre premières propriétés constituent la
base de l’ICA, de la SCA , de la NMF et de l’extraction harmonique.

3.2.4 Tensorisation-blanchissement de la dimensionnalité

Alors que les structures algébriques unidirectionnelles (vecteurs) et bidirectionnelles
(matrices) ont été respectivement introduites comme des représentations naturelles des
segments de mesures scalaires et des mesures sur une grille, les tenseurs ont été initialement
utilisés uniquement pour les avantages mathématiques qu’ils procurent dans l’analyse
des données ; par exemple, il semblait naturel d’empiler les matrices de spectroscopie
d’excitation-émission en chimiométrie dans un tenseur d’ordre 3.

Figure 3.2 – Construction des tenseurs : (a) Vectorisation des vecteurs ou des matrices
dans le format dit quantifié ; en informatique scientifique, cela facilite la supercompression
de vecteurs ou de matrices à grande échelle. (b) Le tenseur est formé par la discrétisation
d’une fonction trivariée f(x,y,z).
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La procédure de création d’un tenseur de données à partir de données originales de
dimension inférieure est appelée tensorisation, et [10, p.148] propose la taxonomie suivante
pour la génération de tenseurs :

(1) Réarrangement de structures de données de dimension inférieure : les vecteurs ou
matrices à grande échelle sont facilement tensorisés en tenseurs d’ordre supérieur
et peuvent être compressés par des décompositions tensorielles s’ils admettent une
approximation tensorielle de faible rang ; ce principe facilite l’analyse des données
volumineuses (voir Figure 3.2(a)). Par exemple, un signal exponentiel unidirectionnel

x(k) = azk (3.2)

peut être réarrangé en une matrice de Hankel de rang 1 ou un tenseur de Hankel.

H =


x(0) x(1) x(2) · · ·
x(1) x(2) x(3) · · ·
x(2) x(3) x(4) · · ·
...

...
...

 = ab ◦ b, (3.3)

où b =
[
1, z, z2, . . .

]T
.

De même, dans le traitement des réseaux de capteurs, des structures tensorielles
apparaissent naturellement lors de la combinaison d’instantanés provenant de sous-
réseaux identiques.

(2) Construction mathématique : Parmi de nombreux exemples, les moments d’ordre
N (cumulants) d’une variable aléatoire vectorielle forment un tenseur d’ordre N,
tandis que dans l’ICA d’ordre 2, les instantanés des statistiques de données (ma-
trices de covariance) sont effectivement des tranches d’un tenseur d’ordre 3. De
même, une matrice de données (canal × temps) peut être transformée en un tenseur
(canal × temps× fréquence) ou (canal × temps× échelle) via des représentations
temps-fréquence ou ondelettes, une procédure puissante dans l’analyse des électroen-
céphalogrammes (EEG) multicanaux dans les sciences du cerveau.

(3) Plan d’expérience : Les données à facettes multiples peuvent être naturellement
empilées dans un tenseur ; par exemple, dans les communications sans fil, la diversité
des signaux (temporelle, spatiale, spectrale, etc.) correspond à l’ordre du tenseur.
Dans le même esprit, les visages propres standard peuvent être généralisés en visages
tensoriels en combinant des images avec différents éclairages, poses et expressions,
tandis que les modes communs dans les enregistrements EEG entre les sujets, les
essais et les conditions sont mieux analysés lorsqu’ils sont combinés ensemble dans
un tenseur.

(4) Données tensorielles naturelles : Certaines sources de données sont facilement géné-
rées sous forme de tenseurs (par exemple, les images couleur RVB, les vidéos, les
affichages de champs lumineux tridimensionnels (3D)). En outre, dans le domaine de
l’informatique scientifique, on a souvent besoin d’évaluer une fonction multivariable
discrétisée ; il s’agit d’un tenseur naturel, comme l’illustre la Figure 3.2(b) pour une
fonction trivariable f(x, y, z).

La haute dimensionnalité du format tensoriel est donc associée à des avantages, qui incluent
les possibilités d’obtenir des représentations compactes, l’unicité des décompositions, la
flexibilité dans le choix des contraintes, et la généralité des composants qui peuvent être
identifiés.
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3.2.5 Décomposition polyadique canonique

On rappelle qu’un tenseur X ∈ RI1×I2×...×IN est dans le format CPD, lorqu’il s’écrit
comme une combinaison linéaire de tenseurs de rang 1 de la forme

X =
R∑
i=1

λrb(1)
r ◦ b(2)

r · · · ◦ b(N)
r . (3.4)

De manière équivalente, X est exprimé comme un produit multilinéaire avec un noyau
diagonal

X = D ×1 B
(1) ×2 B

(2) · · · ×N B(N)

=
[
D;B(1), B(2), . . . , B(N)

]
, (3.5)

où D = diagN (λ1, λ2, . . . , λR) d’ordre 3.
Rang : Dans les applications de traitement du signal, l’estimation du rang correspond

le plus souvent à la détermination du nombre de composantes tensorielles qui peuvent être
récupérées avec une précision suffisante, et souvent il n’y a que quelques composantes de
données présentes. Une première évaluation pragmatique du nombre de composantes peut
se faire par l’inspection du spectre des valeurs singulières multilinéaires, qui indique la
taille du tenseur central dans la partie droite de la Figure 3.1(b).

Unicité : Les conditions d’unicité donnent des limites théoriques pour les décom-
positions tensorielles exactes. Une condition d’unicité classique est due à Kruskal, qui
affirme que pour les tenseurs du troisième ordre, la DPC est unique jusqu’aux ambiguïtés
inévitables d’échelle et de permutation, à condition que kB(1) + kB(2) + kB(3) ≥ 2R + 2,
où le rang de Kruskal kB d’une matrice B est la valeur maximale garantissant que tout
sous-ensemble de kB colonnes est linéairement indépendant. En modélisation clairsemée,
le terme (kB + 1) est également connu sous le nom d’étincelle. Une généralisation aux
tenseurs d’ordre N est due à Sidiropoulos et Bro et est donnée par

N∑
n=1

kB(n) ≥ 2R+N − 1.

Des conditions d’unicité plus relaxées peuvent être obtenues lorsqu’une matrice de facteurs
a un rang de colonne complet. Tout ceci montre que, par rapport aux décompositions
matricielles, la DPC est unique sous des conditions plus naturelles et relaxées, qui exigent
seulement que les composantes soient suffisamment différentes et que leur nombre ne soit
pas déraisonnablement grand. Ces conditions n’ont pas de contrepartie matricielle et sont
au cœur de la séparation des signaux basée sur les tenseurs.

Calcul : Certaines conditions permettent le calcul explicite des matrices de facteurs
dans (3.1) en utilisant l’algèbre linéaire. La présence de bruit dans les données signifie
que la DPC est rarement exacte, et on doit adapter un modèle de DPC aux données en
minimisant une fonction de coût appropriée. Ceci est généralement réalisé en minimisant la
norme de Frobenius de la différence entre le tenseur de données donné et son approximation
CP, ou, alternativement, par l’ajustement de la moindre erreur absolue lorsque le bruit est
laplacien.

Le calcul de la DPC étant intrinsèquement multilinéaire, on peut arriver à la solution
par une séquence de sous-problèmes linéaires comme dans le cadre des moindres carrés
alternatifs (ALS), où la fonction de coût des moindres carrés (LS) est optimisée pour une
matrice composante à la fois, tout en gardant les autres matrices composantes fixes.
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Bien que l’ALS soit attrayante pour sa simplicité et ses performances satisfaisantes pour
quelques composantes bien séparées et pour un rapport signal/bruit (SNR) suffisamment
élevé, elle hérite également des problèmes des algorithmes alternatifs et n’est pas garantie
de converger vers un point stationnaire. Ce problème peut être corrigé en ne mettant à jour
que la matrice de facteurs pour laquelle la fonction de coût a le plus diminué à une étape
donnée, mais cela entraîne une augmentation de N fois du coût de calcul par itération.
La convergence de l’ALS (disponible dans [22, p.471] ) n’est pas encore complètement
comprise, elle est quasi-linéaire près du point stationnaire, alors qu’elle devient plutôt lente
pour les cas mal conditionnés.

Contraintes : Comme mentionné précédemment, dans des conditions assez douces, la
DPC est unique par elle-même, sans nécessiter de contraintes supplémentaires. Cependant,
pour améliorer la précision et la robustesse par rapport au bruit, la connaissance préalable
des propriétés des données (par exemple, l’indépendance statistique, la sparsité) peut être
incorporée dans les contraintes sur les facteurs de manière à faciliter leur interprétation
physique, à assouplir les conditions d’unicité et même à simplifier le calcul. De plus, les
contraintes d’orthogonalité et de non-négativité assurent l’existence du minimum du critère
d’optimisation utilisé.

Applications : La CPD s’est déjà imposée comme un outil avancé pour la séparation
des signaux dans des branches très diverses du traitement du signal et de l’analyse des
données, comme le traitement audio et vocal, l’ingénierie biomédicale, la chimiométrie et
l’apprentissage automatique. Les algorithmes d’ICA algébriques sont effectivement basés
sur la CPD d’un tenseur des statistiques des enregistrements ; l’indépendance statistique des
sources se reflète dans la diagonalité du tenseur central de la Figure 3.1, c’est-à-dire dans
la disparition des statistiques croisées. La CPD est également très utilisée dans l’analyse
exploratoire des données, où les termes de rang 1 capturent les propriétés essentielles des
signaux dynamiquement complexes. Un autre exemple est celui des communications sans
fil, où les signaux transmis par différents utilisateurs correspondent aux termes de rang 1
dans le cas d’une propagation en visibilité directe. De même, dans les applications de type
extraction harmonique et direction d’arrivée, les exponentielles réelles ou complexes ont
une structure de rang 1, pour laquelle l’utilisation de la DPC est naturelle.

3.2.6 Décomposition de Tucker

On rappelle que le principe de la TKD est de traiter un tenseur X ∈ RI1×I2×...×IN

comme une transformation multilinéaire d’un tenseur central (typiquement dense mais
petit) G ∈ RI1×I2×...×IN par les matrices de facteurs

B(n) =
[
b(n)

1 ,b(n)
2 , . . . ,b(n)

Rn

]
, n = 1, 2, . . . , N,

donnée par

X =
R1∑
r1=1

R2∑
r2=1
· · ·

RN∑
rN =1

gr1r2···rN

(
b(1)
r1 ◦ b(2)

r2 ◦ · · · ◦ b(N)
rN

)
, (3.6)

ou de manière équivalente

X = G ×1 B
(1) ×2 B

(2) · · · ×N B(N)

=
[
G;B(1), B(2), . . . , B(N)

]
. (3.7)
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Les contraintes et l’analyse en composantes multiples basée sur la TKD :
Outre l’orthogonalité, les contraintes qui peuvent aider à trouver des vecteurs de base
uniques dans une représentation de Tucker comprennent l’indépendance statistique, la
sparsité, le lissage et la non-négativité. Les composants d’un tenseur de données ont
rarement les mêmes propriétés dans ses modes, et pour une représentation physiquement
significative, différentes contraintes peuvent être requises dans différents modes afin de
correspondre aux propriétés des données en question. La Figure 3.3 illustre le concept de
l’analyse en composantes multivoie (ACVM) et sa flexibilité dans le choix des contraintes
modales ; une représentation de Tucker de l’ACVM tient naturellement compte de ces
diversités dans les différents modes.

Figure 3.3 – MWCA pour un tenseur d’ordre 3, en supposant que les composantes sont
(a) principales et orthogonales dans le premier mode, (b) non négatives et éparses dans le
deuxième mode, et (c) statistiquement indépendantes dans le troisième mode [10, p.147].

Autres applications : La TKD peut être considérée comme une extension multili-
néaire de l’ACP ; elle généralise donc les techniques de sous-espace du signal, avec des
applications telles que la classification, l’extraction de caractéristiques et la recherche
harmonique basée sur le sous-espace. Par exemple, une approximation de rang multilinéaire
faible obtenue par la TKD peut donner un SNR plus élevé que le SNR du tenseur de
données brutes d’origine, ce qui fait de la TKD un outil très naturel pour la compression
et l’amélioration du signal.

Décompositions des termes en blocs : Il a été déjà montré que la DPC est unique
dans des conditions assez douces. Un autre avantage des tenseurs par rapport aux matrices
est qu’il est même possible de relâcher la contrainte de rang 1 sur les termes, ce qui ouvre
des possibilités totalement nouvelles, par exemple dans le cas de la BSS. Pour des raisons
de clarté, en considérant le cas du troisième ordre, dans lequel, en remplaçant les matrices
de rang 1 ; b(1)

r ◦ b(2)
r = b(1)

r b(2)T

r dans (3.4) par des matrices de rang faible ArBT
r , le

tenseur X peut être représenté comme [Figure 3.4(a)]

X =
R∑
r=1

(
ArB

T
r

)
◦ cr. (3.8)

La Figure 3.4(b) montre qu’on peut même utiliser des termes qui ne sont tenus que d’avoir
un rang multilinéaire faible pour donner

X =
R∑
r=1
Gr ×1 Ar ×2 BrCr. (3.9)

Ces décompositions en termes de blocs (BTD) dans (3.8) et (3.9) permettent de
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modéliser des composantes de signaux plus complexes que la DPC et sont uniques dans
des conditions plus restrictives mais encore assez naturelles.

Figure 3.4 – Les BTD trouvent des composantes de données qui sont structurellement
plus complexes que les termes de rang 1 dans le CPD. (a) Décomposition en termes de rang
multilinéaire (Lr, Lr, 1). (b) Décomposition en termes de rang multilinéaire (Lr,Mr, Nr).

Exemple 3.1
Afin de comparer certaines approches standard et tensorielles pour la séparation de sources
corrélées de courte durée, la BSS a été réalisée sur cinq mélanges linéaires des sources

s1(t) = sin(6πt) et s2(t) = exp(10t) sin(20πt), qui ont été contaminées par un bruit
blanc gaussien, pour donner les mélanges X = AS +E ∈ R5×60, où S(t) = [s1(t), s2(t)]T
et A ∈ R5×2 était une matrice aléatoire dont les colonnes (vecteurs de mélange) satisfont
aT1 a2 = 0.1, ‖ a1 ‖2=‖ a2 ‖2= 1. L’onde sinusoïdale de 3Hz n’a pas complété une période
complète sur les 60 échantillons de sorte que les deux sources avaient un degré de corrélation
de
(
| sT1 s2 |

)
/ (‖ s1 ‖2‖ s2 ‖2) = 0.35. Les approches tensorielles, CPD, TKD, et BTD ont

employé un tenseur X de troisième ordre de taille 24 × 37 × 5 généré à partir de cinq
matrices de Hankel dont les éléments obéissent à

X(i, j, k) = X(k, i+ j − 1).

L’erreur angulaire quadratique moyenne (SAE) a été utilisée comme mesure de performance.
La Figure 3.5 montre les résultats de la simulation, illustrant les points suivants.

∗ L’ACP a échoué car les vecteurs de mélange n’étaient pas orthogonaux et les signaux
sources étaient corrélés, ce qui enfreint les hypothèses de l’ACP.
∗ L’ICA [utilisant l’algorithme JADE (joint approximate diagonalization of eigenma-
trices)] a échoué car les signaux n’étaient pas statistiquement indépendants, comme
le suppose l’ICA.
∗ L’approximation du tenseur de faible rang via une CPD de rang 2 a été utilisée pour
estimer A comme la matrice du troisième facteur, qui a ensuite été inversée pour
donner les sources. La précision de la CPD a été compromise car les composantes du
tenseur X ne peuvent pas être représentées par des termes de rang 1.
∗ L’approximation de rang multilinéaire faible via la TKD pour le rang multilinéaire
(4, 4, 2) a permis de retrouver l’espace colonne de la matrice de mélange mais n’a pas
pu trouver les vecteurs de mélange individuels en raison de la non-unicité de la TKD.
∗ La BTD en termes de rang multilinéaire−(2, 2, 1) correspondait à la structure des
données ; il est remarquable que les sources aient été récupérées en utilisant aussi peu
que six échantillons dans le cas sans bruit.
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Figure 3.5 – Séparation aveugle du mélange d’une onde sinusoïdale pure et d’une onde
sinusoidale à modulation exponentielle à l’aide PCA, ICA, CPD, TKD et BTD. Les sources
s1 et s2 sont corrélées et de courte durée ; les symboles ŝ1 et ŝ2 désignent les sources
estimées. (a)–(c) sources s1(t) et s2(t) et leurs estimations à l’aide de l’ACP, de l’ICA, de
la CPD, de la TKD et de la BTD ; (d) erreurs angulaires quadratiques moyennes (EAC)
dans l’estimation des sources [10, p.153].

3.2.7 Les données à grande échelle et la coupe de la dimensionnalité

La taille des données tensorielles dépasse facilement la mémoire ou sature la capacité
de traitement des ordinateurs standards ; il est donc naturel de se demander comment
les décompositions tensorielles peuvent être calculées si les dimensions des tenseurs dans
tous ou certains modes sont grandes ou, pire encore, si l’ordre des tenseurs est élevé.
L’expression "malédiction de la dimensionnalité", dans un sens général, a été introduite
par Bellman pour faire référence à divers goulots d’étranglement informatiques lorsque l’on
traite des paramètres à haute dimension. Dans le contexte des tenseurs, la malédiction de
la dimensionnalité fait référence au fait que le nombre d’éléments d’un tenseur d’ordre
N (I × I × · · · × I), IN , évolue de manière exponentielle avec l’ordre N du tenseur. Par
exemple, le nombre de valeurs d’une fonction discrétisée dans la Figure 3.2(b) devient
rapidement ingérable en termes de calculs et de stockage lorsque N augmente. En plus
de leur utilisation standard (séparation du signal, amélioration, etc.), les décompositions
tensorielles peuvent être employées de manière élégante dans ce contexte comme outils
de représentation efficaces. Une des questions est de savoir quel type de décomposition
tensorielle est approprié.

La Table 3.1 essaie de présenter le coût de stockage pour quelques décompositions
tensorielles données.
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Table 3.1 – Coût de stockage des modèles tensoriels pour un tenseur X ∈ RI1×I2×...×IN

d’ordre N pour lequel le besoin de stockage des données brutes est de O(IN ).

Numéro Décomposition Stockage
(1) Décomposition polyadique canonique (CPD) O(NIR)
(2) Décomposition de Tucker (TKD) O(NIR+RN )
(3) Décomposition en Trains de Tenseurs (TT) O(NIR2)
(4) Train des Tenseurs Quantifié (QTT) O

(
NR2 + log2(I)

)
3.2.8 Traitement efficace des données

Si tous les calculs sont effectués sur une représentation CP et non sur le tenseur de
données brutes lui-même, alors, au lieu des IN entrées de données brutes originales, le
nombre de paramètres dans une représentation CP se réduit à NIR, qui s’échelonne
linéairement en N (voir Table 3.1). Cela permet de contourner efficacement la malédiction
de la dimensionnalité, tout en donnant la liberté de choisir le rang, R, en fonction de
la précision souhaitée ; d’autre part, l’approximation CP peut impliquer des problèmes
numériques.
La compression est également inhérente à la TKD, car elle réduit la taille d’un tenseur de
données donné de l’original IN à (NIR+RN ), présentant ainsi un taux de compression
approximatif de (I/R)N . On peut alors bénéficier de l’approximation fiable et bien comprise
au moyen de la matrice SVD ; toutefois, celle-ci n’est utile que pour les faibles N .

3.2.9 Réseaux tensoriels

Une façon numériquement fiable de s’attaquer à la malédiction de la dimensionnalité est
de recourir à un concept issu de l’informatique scientifique et de la théorie de l’information
quantique, appelé réseaux tensoriels, qui représente un tenseur d’un ordre éventuellement
très élevé sous la forme d’un ensemble de matrices et de noyaux tensoriels d’ordre faible
(généralement d’ordre 3) faiblement interconnectés. Ces noyaux de faible dimension sont
interconnectés via des contractions tensorielles pour fournir une représentation hautement
compressée d’un tenseur de données. En outre, les algorithmes existants pour l’approxima-
tion d’un tenseur donné par un réseau de tenseurs ont de bonnes propriétés numériques, ce
qui en fait une solution de choix.

Il est possible de contrôler l’erreur et d’obtenir la précision d’approximation souhaitée.
Par exemple, les réseaux tensoriels permettent de représenter une large classe de fonctions
multivariées discrétisées, même dans les cas où le nombre de valeurs de la fonction est
supérieur au nombre d’atomes dans l’univers [10, p.156].

Des exemples de réseaux tensoriels sont la TKD hiérarchique et les trains tensoriels
(TT) (voir Figure 2.12). Les TT sont également connus sous le nom d’états de produits
matriciels et sont utilisés par les physiciens depuis plus de deux décennies.
L’algorithme PARATREE a été développé dans le domaine du traitement du signal et suit
une idée similaire ; il utilise une représentation polyadique d’un tenseur de données (en un
nombre de termes éventuellement non minimal), dont le calcul ne nécessite ensuite que la
SVD matricielle.

Pour les données à très grande échelle qui présentent une structure bien définie, une
approche encore plus radicale pour obtenir une représentation parcimonieuse peut être le
concept de réseaux tensoriels quantifiés ou quantics (QTNs). Par exemple, un énorme vecteur
x ∈ RI avec I = 2L éléments peut être quantifié et tensorisé en un tenseur X (2×2×· · ·×2)
d’ordre L, comme l’illustre la Figure 3.2(a). Si x est un signal exponentiel, x(k) = azk,



3.2. Traitement d’un signal multidimensionnel 68

alors X est un tenseur symétrique de rang-1 qui peut être représenté par deux paramètres :
le facteur d’échelle a et le générateur z (voir relation (3.3)). Les termes non symétriques
offrent d’autres possibilités, au-delà de la représentation de la somme des exponentielles par
des tenseurs symétriques de bas rang. Les matrices et les tenseurs de grande taille peuvent
être traités de la même manière. Par exemple, un tenseur X ∈ RI1×I2×...×IN d’ordre N,
avec In = qLn , peut être quantifié dans tous les modes simultanément pour donner un
tenseur (q × q × · · · × q) quantifié d’ordre supérieur. Dans QTN, q est petit, typiquement
q = 2, 3, 4, par exemple, le codage binaire (q = 2) remodèle un tenseur d’ordre N avec
(2L1 × 2L2 × · · · × 2LN ) éléments en un tenseur d’ordre (L1 + L2 + · · ·+ LN ) avec le même
nombre d’éléments. La décomposition TT appliquée aux tenseurs quantifiés est appelée TT
quantifié (QTT) ; et admet autant des variantes pour d’autres représentations de tenseurs.
Dans le domaine du calcul scientifique, ces formats permettent ce que l’on appelle la
supercompression, c’est-à-dire une réduction logarithmique des besoins de stockage :

O(IN ) −→ O(N logq(I)).

Conclusion partielle
Ce chapitre consistait à présenter en grande partie l’apport des décompositions tenso-

rielles dans le traitement multidimensionnel du signal. Pour ce faire, nous avons présenté
d’une part un état de l’art de l’analyse multidimensionnelle. Et d’autre part, le traitement
multidimensionnel du signal. Dans le traitement des signaux multidimensionnels, une atten-
tion particulière a été portée sur les décompositions CPD et TKD, mais, selon les auteurs
([28] et [10]), la TKD paraît un outil très naturel pour la compression et l’amélioration du
signal (comme on peut le voir dans l’Exemple 3.1). La taille des données tensorielles dé-
passe facilement la mémoire ou sature la capacité de traitement des ordinateurs standards ;
il est donc naturel de se demander comment les décompositions tensorielles peuvent être
calculées si les dimensions des tenseurs dans tous ou certains modes sont grandes ou, pire
encore, si l’ordre des tenseurs est élevé. L’expression "malédiction de la dimensionnalité"
inventée par Bellman fait face et, une façon numériquement fiable de s’attaquer à ce fléau
de la dimensionnalité est de recourir à un concept issu de l’informatique scientifique et de
la théorie de l’information quantique, appelé réseaux tensoriels, qui représente un tenseur
d’un ordre éventuellement très élevé sous la forme d’un ensemble de matrices et de noyaux
tensoriels d’ordre faible (généralement d’ordre 3) faiblement inter-connectés ; c’est ainsi
qu’on peut recourir aux décompositions tensorielles et, en particulier, la décomposition
hiérarchique de Tucker et le format train des tenseurs (TT).
Certains exemples intéressants ont été présentés de la part des auteurs et nécessitaient
des implémentations numériques de notre part. Nous en avons présenté théoriquement un
échantillon sans trop de détails, nous aurions dû faire autrement mais, hélas, les conditions
ne l’ont pas favorisé et ce n’était pas la priorité de ce travail ! ! !. C’est pourquoi nous
supposons que les prochains travaux relatifs à cette thématique dans le département ne
laisseront pas inaperçue cette préoccupation.



Conclusion générale

Ce travail a porté sur les traitements des tenseurs numériques. Pour y parvenir, nous l’avons
reparti en trois principaux chapitres.

D’abord, dans le chapitre 1, il a été question de présenter les fondements algébriques des
espaces tensoriels. Nous avons dans un premier temps rappelé les notions relatives aux espaces
vectoriels qui sont jugées incontournables à la construction des espaces tensoriels et avons dans
un autre temps explicité les résultats caractéristiques de ces derniers.

Ensuite, dans le chapitre 2, nous avons présenté les représentations et traitements des tenseurs
numériques ; ces derniers sont considérés comme des tableaux multidimensionnels ou hypermatrices
et permettent de représenter des applications multilinéaires et des polynômes multivariables. Ils
ont été visuellement représentés en utilisant un point avec des lignes qui représentent les différentes
directions du tenseur ou des boîtes et des tranches. Numériquement, ils peuvent être représentés
suivant des formats ; c’est ainsi que nous avons présenté le format plein, le format polyadique
canonique, le format de Tucker, le format hiérarchique de Tucker et le format en train tensoriel.
L’algèbre linéaire constitue le socle du calcul tensoriel sauf que certaines notions ne se généralisent
pas de manière unique en dimension élevée, le rang tensoriel en est un paradigme.

Enfin, dans le chapitre 3, nous avons présenté le traitement multidimensionnel du signal par
décomposition tensorielle. Il s’agissait surtout de montrer l’apport significatif des décompositions
tensorielles dans le traitement des signaux multidimensionnels. Après présentation d’une approche
de taxonomie de construction d’un tenseur à partir des données brutes, on a montré que l’on
peut recourir au calcul tensoriel pour le traitement des signaux. Cependant, il a été dit que
la complexité calculatoire de la plupart des algorithmes en dimension d > 2 croît de manière
exponentielle en fonction de la dimension d, une façon numériquement fiable de s’attaquer à ce
fléau de la dimensionnalité est de recourir à un concept issu de l’informatique scientifique et de
la théorie de l’information quantique, appelé réseaux tensoriels, qui représente un tenseur d’un
ordre éventuellement très élevé sous la forme d’un ensemble de matrices et de noyaux tensoriels
d’ordre faible (généralement d’ordre 3) faiblement inter-connectés. Dans ce cas, on peut recourir
aux décompositions tensorielles. En particulier, la décomposition hiérarchique de Tucker et le
format train des tenseurs (TT) sont le choix idéal pour faire face à ce fléau. De manière spécifique,
les auteurs ([28] et [10]) ont montré que la TKD paraît un outil très naturel pour la compression
et l’amélioration du signal.

Les résultats sus-cités traduisent que nos objectifs ont été atteints et constituent notre
contribution dans ce travail. Nous ne prétendons pas avoir traité exhaustivement cette thématique.
Une brèche est ouverte pour ceux ou celles qui sont intéressé(e)s par ce domaine. L’étude
pourrait par exemple considérer l’application des tenseurs numériques au traitement des images, la
reconnaissance de visage basée sur l’analyse multidimensionnelle, l’étude des tenseurs topologiques,
etc.

Ce travail est certainement perfectible. Aucune œuvre humaine n’échappe à cette règle, aussi
meilleure qu’elle soit en apparence ou en quintessence. Nous vous remercions anticipativement pour
les critiques, remarques et suggestions constructives susceptibles de conduire à son amélioration.
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